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了 中 


前 


管理 科学 是 一 门 应 用 科学 ,定量 的 方法 去 分 析 和 解决 管理 决策 问题 的 技术 科学 ,其 目的 是 
帮助 管理 者 在 有 限 的 资源 条 件 下 最 优 地 实现 组 织 目标 ,并 为 决策 提供 依据 。 随 着 管理 现代 化 
和 科学 化 进程 的 不 断 加 快 ,管理 科学 这 一 现代 管理 理论 体系 中 的 重要 分 支 正 在 发 挥 着 更 大 作 
用 和 得 到 更 广泛 的 重视 。 由 于 这 门 学 科 不 仅 能 够 提供 管理 决策 的 科学 方法 ,而 且 能 够 培养 整 
体 优化 的 决策 思维 方式 ,因此 ,我 国 各 高 等 院 校 的 经 济 管理 类 专业 均 普 遍 把 这 门 学 科 作 为 主干 
课程 。 

近年 来 ,我 国 高 等 管理 教育 有 了 相当 大 的 发 展 。 这 种 发 展 不 仅 体现 在 纵向 的 多 层次 性 (本 
科 、 硕 士 ,博士 等 ) 和 横向 的 多 专业 性 (管理 科学 与 工程 .工商 管理 .技术 经 济 等 ) ,而 且 体现 在 对 
管理 类 专业 的 社会 需求 (在 职 人 员 申 请 硕士 学 位 管理 人 员 培训 、 非 管理 专业 学 生 的 管理 选修 
课 等 ) 的 大 量 增加 。 因 此 ,编写 一 本 适应 面 较 宽 的 管理 科学 教材 就 成 为 十 分 现实 的 需求 。 本 书 

” 就 是 为 适应 这 种 需求 编写 的 。 

本 书 比 较 全 面 地 介绍 了 管理 科学 的 基本 内 容 ,其 中 包括 近年 来 的 一 些 较 新 进展 。 书 中 内 
容 深 入 淡出 ,便于 教学 和 自学 ,同时 强化 了 绪论 的 地 位 ,有 利于 学 生 对 这 门 学 科 及 其 在 管理 决 
策 问题 中 的 应 用 程序 等 的 整体 了 解 。 

本 书 作者 都 是 多 年 从 事 这 门 学 科教 学 的 教师 。 但 由 于 时 间 比 较 仓促 , 书 中 难免 出 现 一 些 
不 当 之 处 , 敬 请 读者 批评 指正 。 

在 本 书 的 编写 和 出 版 过 程 中 ,参考 了 一 些 国内 外 的 相关 文献 ,得 到 了 天 津 大 学 教务 处 和 
天 津 大 学 管理 学 院 的 大 力 支 持 。 管 理学 院 的 范 贻 昌 教 授 对 本 书 内 容 提 出 了 宝贵 意见 ,博士 生 
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1.1 管理 与 管理 科学 


1.1.1 管理 与 决策 


随 着 现代 科学 技术 和 社会 经 济 的 不 断 发 展 ,各 个 领域 对 管理 的 重视 程度 及 对 管理 科学 化 
的 要 求 越 来 越 高 ,各 种 组 织 ( 如 企业 ) 面 对 日 趋 复 杂 的 生存 环境 ,也 必须 更 加 精心 地 处 理 各 种 管 
理 问 题 。 . 

那么 ,什么 是 管理 ? 管理 就 是 管理 者 运用 各 种 资源 达成 某 既 定 目标 的 过 程 。 在 这 一 过 程 
中 ,管理 者 为 了 更 有 效 地 运用 有 限 的 资源 以 更 高 水 平 达到 目标 ,必须 不 断 地 做 出 各 种 决策 。 可 
以 说 ,管理 的 过 程 也 就 是 不 断 地 进行 各 种 决策 的 过 程 。 

尽管 决策 的 正确 性 不 仅 依靠 科学 而 且 赁 借 经 验 与 艺术 ,但 随 着 决策 的 难度 以 及 决策 失误 
后 造成 的 损失 程度 的 不 断 增 大 , 那 种 仅 任 经 验 与 艺术 的 决策 情形 越 来 越 少 ,即使 是 以 往 认为 主 
要 靠 经 验 和 艺术 的 那些 非 程序 化 或 高 层次 决策 ,也 往往 要 先 经 过 一 系列 基于 科学 方法 的 信息 
处 理 和 可 行 性 研究 。 管 理科 学 正 是 为 管理 决策 提供 科学 方法 的 一 门 学 科 。 随 着 信息 化 时 代 的 
到 来 , 它 必 将 在 管理 科学 化 的 进程 中 发 挥 出 更 大 的 作用 。 


1.1.2 管理 科学 及 其 发 展 简 史 


1. 管 理科 学 及 其 在 科学 技术 体系 中 的 地 位 

关于 管理 科学 ,可 以 有 广义 和 狭义 两 种 理解 ， 广 义 的 理解 , 认为 管理 科学 ( Management 
Sciences) 是 一 门 应 用 多 学 科 与 多 领域 理论 ,方法 ,技术 和 知识 的 综合 性 交叉 学 科 , 其 口 的 是 研 
究 人 类 利用 有 限 资源 实现 组 织 自 标的 管理 活动 方面 的 动态 复杂 和 创新 的 社会 行为 及 上 规律 。 
按照 广义 的 理解 ,管理 科学 实际 上 可 以 包含 多 门 学 科 , 其 中 既 有 以 定性 分 析 为 主 的 组 织 行为 学 
和 企业 战略 管理 ,又 有 以 定量 分 析 为 主 的 运筹 学 和 计量 经 济 学 。 而 狭义 的 理解 , 则 主要 涉及 广 
义 范畴 中 的 运筹 学 等 定量 部 分 ,认为 管理 科学 (Management Science) 是 一 门 应 用 科学 .定量 的 
方法 去 分 析 和 解决 管理 决策 问题 的 技术 科学 ,其 自 的 是 帮助 管理 者 在 有 限 的 资源 条 件 下 最 优 
地 实现 组 织 目 标 ,并 为 决策 提供 依据 。 它 在 现代 科学 技术 体系 的 四 个 层次 中 属于 技 术科 学 屋 
次 ,和 它 相 应 的 基础 科学 主要 包括 数学 .管理 学 和 经 济 学 等 ， 作为 它 的 哲学 指导 观 的 主要 是 唯 
物 论 和 系统 观 ,而 和 它 相 应 的 工程 技术 主要 是 管理 工程 等 ,如 图 1.1 所 示 。 
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图 1.1 


本 书 是 基于 狭义 的 管理 科学 定义 ,定名 为 《管理 科学 基础 》。 这 里 面 有 两 层 含义 :一 是 从 狭 
义 管理 科学 的 角度 , 它 包 括 了 管理 科学 的 基础 内 容 ;二 是 从 广义 管理 科学 的 角度 , 它 是 基于 系 
统 观 的 整体 优化 思想 和 基于 问题 导向 的 科学 方法 论 ,以 及 基于 数学 模型 的 定量 分 析 工 具 等 一 
整套 内 容 体系 构成 整个 广义 管理 科学 的 重要 基础 。 

2. 管 理科 学 的 发 展 简 史 

管理 科学 的 萌芽 ,可 以 追溯 到 19 世纪 未 至 20 世纪 初 。 这 一 时 期 代表 性 的 工作 有 二 ;一 是 
泰勒 (Taylor) 提 出 了 著名 的 科学 管理 理论 ;二 是 产生 了 若干 将 数学 模型 应 用 于 管理 的 成 果 , 如 
爱 尔 朗 (Erlang) 提 出 的 排队 模型 和 哈 瑞 斯 (Harris) 提 出 的 EOQ 存 贮 模型 等 。 

作为 一 门 独立 的 学 科 , 管 理科 学 产生 于 20 世纪 40 年 代 。 首 先是 在 40 年 代 初 期 的 二 次 世 
办 大战 中 ,英国 为 了 解决 雷达 站 同 整 个 防空 作战 系统 的 协调 配合 问题 ,成 立 了 由 多 学 科 的 科学 
家 组 成 的 研究 工作 小 组 。 工 作 小 组 卓有成效 的 工作 使 得 在 英 军 每 个 指挥 部 都 成 立 了 这 样 的 小 
组 。 随 后 在 美国 军队 中 也 建立 了 类 似 的 组 织 。 这 些小 组 在 确定 扩建 舰队 规模 、 开 展 反 潜艇 战 
的 侦察 和 组 织 有 效 的 对 敌 缀 炸 等 方面 做 了 大 量 研究 ,为 取得 反 法 西 斯 战争 的 胜利 及 管理 科学 
各 有 关 分 支 的 建立 作出 了 和 贡献。 对 于 这 些小 组 的 研究 工作 ,英国 称 之 为 operational research, 
美国 称 之 为 operations research, 即 我 国 后 来 译 成 的 "运筹 学 ”。 

二 次 大 战 以 后 ,运筹 学 的 研究 和 应 用 由 军 方 扩展 到 民间 ,这 门 学 科 的 理论 体系 也 不 断 完 
善 。1950 年 ,英国 伯明翰 大 学 正式 开设 了 运筹 学 课程 ,同年 ,第 一 本 运筹 学 杂志 《运筹 学 季刊 》 
(O.R, Quarterly) 于 英国 创刊 。1951 年 ,美国 的 黄 尔 斯 {P.M. Morse) 和 和 金 博 尔 (G. E. Kimball) 
合 著 的 《运筹 学 方法 ) 一 书 正式 出 版 。1952 年 ,美国 运筹 学 会 成 立 , 并 于 同年 出 版 了 运筹 学 杂 
志 (Joural of ORSA)。 所 有 这 些 , 标 志 着 这 门 学 科 基 本 形成 。 

50 年 代 以 后 , 随 着 电子 计算 机 技术 的 迅速 发 展 ,运筹 学 中 的 很 多 方法 ,如 线性 规划 .动态 
规划 等 由 于 能 够 更 加 方便 地 求解 而 被 进一步 应 用 于 实际 管理 系统 的 优化 问题 中 。 至 50 年 代 
末 , 美 国 已 有 约 半数 的 大 公司 在 自己 的 经 营 管理 中 应 用 了 运筹 学 ， 主要 用 于 生产 计划 ,物资 储 
备 资源 分 配 ` 设 备 更 新 等 方面 的 管理 决策 。 运 筹 学 这 | 学 科 , 也 因 其 与 管理 决策 的 密切 联系 ， 
以 及 在 解决 管理 决策 实际 问题 中 逐渐 形成 了 一 整套 系统 .定量 的 科学 方法 , 面 被 广泛 称 之 为 
“管理 科学 ”。 管 理科 学 的 一 些 主 要 分 支 的 产生 年 代 如 图 1.2。 

管理 科学 经 过 半 个 多 世纪 的 发 展 历程 ,不 仅 在 理论 研究 上 具有 了 相当 的 深度 和 广度 ,而 且 
其 方法 与 信息 技术 相 结 合 ,形成 了 各 种 商业 应 用 软件 ,使 其 具有 和 更 加 广泛 的 应 用 。 我 国 从 50 
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年 代 中 期 开始 研究 这 门 学 科 以 来 ,也 下 得 了 许多 今世 人 瞩 日 的 研究 成 果 。 全 国 各 高 等 院 校 的 
经 济 管理 类 专业 均 普遍 把 这 门 学 科 作 为 主干 课程 列 人 教学 计划 ,工商 管理 硕士 (MBA) 的 教学 
计划 中 也 把 这 门 学 科 定 为 核心 课程 。 我 国 还 于 1999 年 8 月 在 北京 成 功 地 举办 了 第 15 届 国 际 
运筹 学 会 联合 会 学 术 大 会 。 相 信 这 门 学 科 必 将 在 21 世纪 的 知识 经 济 与 信息 时 代 中 进一步 展 
现 其 生命 力 并 不 断 得 到 发 展 。 


1.1.3 管理 科学 的 基本 特性 


管理 科学 具有 以 下 的 一 些 基本 特性 。 

1. 以 管理 决策 为 基点 

管理 科学 是 一 门 为 管理 决策 提供 科学 方法 的 学 科 。 管 理 决 策 中 的 实际 问题 ,既是 管理 科 
学 产生 的 源泉 ,又 是 管理 科学 的 应 用 对 象 。 表 1. 1 例 举 出 管理 科学 方法 直接 应 用 于 企业 管理 





决策 问题 的 例子 。 
表 1.1 
管理 科学 方法 | 应 用 于 企业 管理 决策 的 典型 例子 
”线性 规划 TT 

非 线性 规划 | 投资 组 全 优化 

0-; 规划 选 址 站 是 

动态 规划 | 资源 分 配 问题 

网 络 计划 | : 工程 计划 优化 

排队 论 | 服务 系统 优化 

存 贮 论 订货 库存 管理 

风险 型 决策 | 机 会 选择 


2. 以 科学 方法 论 为 依据 
管理 科学 是 一 门将 “科学 "方法 论 应 用 于 管理 决策 的 学 科 。 所 谓 科学 方法 论 是 指 进行 科学 
研究 的 一 般 程序 与 方法 ,一 般 步 又 如 图 1. 3。 


明确 问题 一 观察 一 提出 假设 一 * 没 计 试验 一 * 完 成 试验 一 “接受 或 拒绝 假设 
图 1.3 

应 用 管理 科学 方法 解决 管理 决策 中 实际 问题 的 一 般 程序 也 可 分 为 类 似 的 6 个 步骤 , 即 明 
确 问 题 将 问题 归 类 ,建立 数学 模型 .求解 模型 .结果 分 析 与 模型 检验 实施。 这 将 在 本 章 下 一 
节 详 细 阑 述 。 

3. 以 系统 观点 为 指导 

管理 科学 是 以 系统 观 为 指导 的 一 门 技术 科学 。 系统 观 对 管理 科学 有 两 方面 指导 作用 。__- 
方面 是 用 系统 的 观点 看 问题 ,将 所 研究 的 事物 看 做 一 个 系统 ,看 做 ~ 个 具有 特定 目标 \ 功 能, 结 
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构 和 环境 的 系统 ,日 系统 与 环境 之 间 还 应 有 输 
人 和 输出 . 图 1.4 给 出 了 一 个 企业 系统 的 例 
了 : 男 一 方面 是 对 系统 的 “整体 优化 ”。 如 果 把 
管理 科学 多 分 支 的 于 富 内 容 体 系 比 作 一 棵 大 
树 ,那么 大 树 的 主 于 就 是 “最 优化 " ,大 树 的 分 支 
就 是 最 优化 在 各 个 角度 上 的 表现 ,大 树 的 树 根 
扎根 于 基山 科学 的 土壤 , 而 大 树 的 果实 则 表示 
在 各 管理 决策 领域 中 的 应 用 成 果 。 可 以 说 , 整 
社会 文化 ”法律 ”市场 个 管理 科学 方法 的 核心 思想 就 是 “整体 优化 ”， 

i 而 这 正 是 系统 观 的 精 租 之 一 。 

4. 以 数学 模型 为 主要 工具 
管理 科学 是 一 门 以 定量 分 析 为 主 、 以 各 种 
数学 模型 为 主要 工具 的 学 科 。 数 学 模型 是 现实 系统 的 一 种 简明 抽象, 以 数学 模型 为 主要 工具 
的 定量 分 析 方 式 不 仅 能 够 使 人 们 对 系统 的 认识 更 加 深刻 ,而 且 便 于 使 用 计算 机 ,从 而 能 够 节约 
费用 和 时 间 。 管 理科 学 的 每 一 个 分 支 都 有 自己 特定 的 数学 模型 和 基于 模型 计算 的 分 析 方 法 。 
因此 ,学 习 管 理科 学 方法 以 及 学 会 运用 管理 科学 方法 去 解决 实际 问题 的 一 个 关键 是 学 会 建立 

各 种 数学 模型 。 这 将 在 本 章 下 一 节 中 阐述 。 


1.2 管理 科学 的 工作 程序 


应 用 管理 科学 方法 去 解决 管理 决策 中 实际 问题 的 一 般 工作 程序 可 分 为 6 个 步 又, 如 图 1. 
5 所 示 。 





管理 决策 者 管理 科学 工作 者 








1.2.1 步骤 1: 明确 问题 
运用 管理 科学 方法 去 解决 管理 决策 实际 问题 的 首要 步 又 是 明确 “问题 是 什么 ”从 而 正确 
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地 定义 问题 。 这 就 需要 与 管理 决策 者 进行 沟通 ,对 他 提供 的 问题 状况 进行 认真 研究 和 系统 分 
析 。 要 明确 究竟 解决 什么 事情 ? 为 此 必须 做 出 什么 决策 ? 最 终 要 达到 什么 目标 ? 有 哪些 不 可 
控 的 重要 影响 因素 等 等 。 


1.2.2 步骤 2: 将 问题 归 类 、 使 概念 化 


问题 明确 以 后 ,还 要 对 其 做 类 型 判别 , 即 先 看 它 是 否 属 于 能 用 管理 科学 方法 解决 的 问题 。 
如 果 是 ,再 看 它 是 属于 哪 一 类 管理 科学 问题 ,或 者 说 它 适合 于 用 哪 一 类 管理 科学 方法 解决 。 下 
面 例 举 了 一 些 典 型 的 管理 科学 问题 类 型 。 . 

1) 分 配 问题 这 类 问题 产生 于 :@ 存 在 若干 要 完成 的 任务 ;@@ 存 在 两 个 以 上 完成 这 些 任 务 
的 方案 ;名 为 完成 任务 所 需 的 资源 是 稀缺 的 。 问 题 是 寻求 资源 的 最 佳 利用 方案 ,以 使 总 效益 最 
大 。 

2) 竞 争 问题 这 类 问题 产生 于 :决策 行动 的 结局 不 仅 依赖 于 决策 者 自己 ,而 且 依 赖 于 竞争 
对 手 的 行动 ,每 个 竟 争 者 都 想 取胜 。 问 题 是 寻求 使 每 个 竞争 者 都 能 接受 的 总 损失 最 小 的 行动 
方案 。 

3) 运 输 与 指派 问题 ”运输 问题 产生 于 :将 某 种 物品 (如 矿产 品 或 粮食 ) 由 若干 产地 运往 苦 
干 需求 地 ,问题 是 寻求 使 总 运输 成 本 最 小 的 调运 方案 。 还 有 一 些 问题 (如 生产 安排 问题 ) 也 可 
归 为 运输 问题 。 指 派 问题 是 一 种 特殊 的 运输 问题 。 它 产生 于 :将 若干 项 任务 分 派 给 若干 人 ,每 
项 任务 由 一 个 人 完成 ,每 个 人 也 只 能 完成 一 项 任务 ,问题 是 寻求 使 总 效率 最 高 的 分 派 方案 。 

4) 库 存 控制 问题 ”原材料 、 资 金成 品 . 人 才 等 的 适当 储存 或 储备 水 平 ,往往 是 许多 组 织 中 
的 一 个 主要 问题 。 尽 管 储存 需要 付出 成 本 ,但 却 可 以 从 防止 缺 货 损失 及 大 批量 购买 的 价格 折 
扣 中 获 益 。 库 存 控制 问题 是 确定 适当 的 订货 间隔 和 订货 数量 ,以 使 总 的 费用 最 低 。 

5) 网 络 与 工程 计划 问题 ”网络 问题 的 种 类 很 多 ,如 寻求 网 络 中 两 点 的 最 短路 和 合理 安排 
网 络 上 的 流量 使 总 的 通过 量 最 大 。 复 杂工 程 项 目的 计划 与 控制 也 可 化 为 网 络 问 题 , 求 得 工程 
的 最 小 工期 和 关键 工序 。 

6) 排 队 与 服务 系统 优化 问题 ” 当 顾 客 为 寻求 某 种 服务 而 到 达 服 务 系 统 时 ,往往 会 产生 排 
队 现 象 ,服务 系统 为 减少 排队 现象 而 提高 服务 速率 或 增加 系统 容量 需 付出 各 种 成 本 ,一 旦 系统 
空闲 又 将 受到 损失 。 问 题 是 如 何 合理 地 设置 系统 的 服务 速率 及 容量 ,以 兼顾 系统 与 顾客 双方 
的 利益 。 

7) 预 测 问题 ”这 是 管理 中 经 常 遇 到 的 问题 , 即 希望 知道 在 不 同 条 件 于 系统 将 产生 怎样 的 

每 一 类 管理 科学 问题 中 都 包含 着 十 分 丰富 的 内 容 或 可 再 划分 为 各 种 类 型 。 根 据 问题 的 类 
型 ,可 选择 适当 的 管理 科学 方法 来 解决 。 当 方法 选 定 后 ,还 要 将 问题 概念 化 , 即 用 所 选 定 方法 
中 的 术语 重新 描述 问题 ,或 者 说 将 方法 中 的 要 素 与 问题 对 号 ,为 建立 数学 模型 做 准备 。 


1.2.3 步骤 3: 建立 数学 模型 


建立 数学 模型 是 管理 科学 方法 的 关键 步 又 ,具体 内 容 主要 是 在 问题 概念 化 的 基础 上 进一步 确 
定 模型 的 构成 误 素 以 及 它们 之 间 的 联系 ,用 变量 和 数学 关系 式 表达 出 来 ,形成 数学 异型 。 
1 .模型 的 构成 要 素 


一 般 来 说 ,模型 的 最 基本 构成 要 素 由 三 部 分 组 成 , 即 结果 变量 .决策 变 量 和 不 可 控 朗 量 。 
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结果 变量 反映 了 系统 达成 目标 的 有 效 性 程度 , 它 依赖 于 决策 变量 的 取 值 , 荐 一 种 相依 变量 , 决 
策 变量 找 述 了 决策 问题 中 必须 作出 选择 的 要 素 ,是 一 种 刷 控 的 独立 变量 。 不 可 控 变 量 是 指 系 
统 环境 中 对 决策 有 重要 影响 但 不 可 控 的 因素 , 它 也 是 独立 变量 。 表 1.2 给 出 这 三 种 变量 的 实 
际 例子 。 
























结果 变 最 不 可 挖 变量 
总 利 渔 通货 膨胀 率 
收益 率 贷款 利率 
每 股 净利 竞争 
市 场 市 场 份额 可 支配 收入 
生 产 市 场 价格 
技术 
财 会 数据 处 理 成 本 法 规 要 求 
畏 误 率 计算 机 技术 
运 输 运输 总 成 本 运送 距离 规定 
服 务 顾客 的 满意 度 服务 需求 
2. 模 型 的 结构 
模型 的 基本 构成 要 素 由 数学 关系 式 联系 在 -起 , 便 形成 数学 模型 。 模 型 的 一 般 结构 如 图 
1.6 所 示 。 
管理 科学 的 分 支 不 同 ,模型 的 具体 表现 
形式 也 不 尽 相同 ,其 中 最 有 代表 性 的 是 数学 
规划 模型 。 下 面 例 举 线性 规划 的 例子 说 明 数 
opti 
图 1.6 线性 规划 模型 中 的 数学 关系 式 有 两 种 类 


型 , 即 目标 函数 与 约 东 条 件 。 以 一 个 生产 结 
构 优化 问题 为 例 , 它 的 目标 函数 表达 式 为 
R= px + px, 
式 中 ,RR 表示 生产 总 收入 ;zi 和 zx, 表示 两 种 产品 的 产量 ; p, 、p, 表示 两 种 产品 的 价格 。 目 标 
是 极 大 化 总 收入 。 为 达成 目标 要 受到 来 自 各 方面 的 约束 ,如 市 场 需 求 量 的 约束 ,表示 为 
TX1 + xX,0 


这 里 ,50 是 两 种 产品 的 总 需求 量 上 限 。 此 模型 的 结构 如 图 1.7 所 示 。 


决策 变节 数学 关系 式 结果 变量 
X12 : ! 5 R= prt prs 
《产品 的 产量 ) ? (总 收入} 





不 可 榨 变 量 
pi\p2 和 50 
(市场 价格 .需求 ) 


图 1.7 
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1.2.4 步骤 4: 求解 模型 


管理 科学 的 模型 种 类 很 多 , 解 的 件 质 及 其 求解 方法 各 异 。“ 最 优 解 "是 解 的 主流 类 型 , 它 是 
在 模型 的 所 有 可 行 解 中 寻找 出 最 优 的 -- 个 。 除 了 "最 优 解 " 之 外 , 述 有 其 他 一 些 解 的 类 型 ,如 
“满意 解 " 和 ”描述 性 的 解 "。 “满意 解 "是 指 在 模型 的 次 优 解 或 “各 有 所 长 "的 一 组 解 中 使 决策 者 
满意 的 解 ;“ 找 述 性 的 解 ” 相 应 丁 描述 性 的 模型 ,该 类 模型 的 目的 主要 是 描述 系统 在 不 同 条 件 下 
的 状态 ,可 用 于 预测 和 分 析 系 统 的 行为 特征 。 相 对 于 “最 优 解 ”, 这 些 其 他 类 型 的 解 不 妨 称 为 
“ 非 最 优 的 解 ”。 
求解 方法 可 分 为 “数值 的 "和 "分析 的 "两 种 类 型 。 数 值 方法 一 般 是 通过 用 某 种 模式 一 步 一 
步 搜寻 并 不 断 改进 解 的 过 程 来 求解 ,而 分 析 方 法 是 由 数学 公式 一 步 求 出 解 。 图 1.8 给 出 管理 
科学 主要 分 支 模型 的 解 及 其 解法 的 例子 。 
-数学 规划 
最 优 的 拥 -| sam 


| 一 网 络 分 析 
非 最 优 的 解 一 随机 模拟 


求解 技术 _ 矿 对 第 论 


| 最 优 的 解 ee 
al 存 贮 论 


马尔 可 夫 分 析 
非 最 优 的 解 -二 

排队 论 
图 1.8 


1.2,5 步骤 5; 结果 分 析 与 模型 检验 


求 得 模型 解 以 后 ,还 要 对 它 进行 分 析 ,同时 要 检验 模型 的 正确 性 。 分 析 和 检验 的 内 容 首先 
是 看 结果 与 实际 情况 是 否 相 符 ,模型 是 否 能 够 止 确 地 反映 实际 问题 ,具体 方法 是 可 将 不 同 条 件 
下 的 数据 (如 不 同时 期 的 数据 ) 代 入 模型 看 相应 的 解 是 否 符合 实际 。 其 次 要 分 析 模 型 中 的 参数 
发 生 小 范 畏 变 化 时 对 解 的 影响 。 这 一 分 析 称 做 灵敏 度 分 析 。 如 果 解 对 参数 变化 的 反应 不 过 于 
灵敏 , 则 在 实际 中 可 能 会 更 容易 应 用 。 

经 过 结果 分 析 与 模型 检验 ,如 果 认 为 模型 不 能 很 好 地 反映 实际 问题 , 则 要 重新 对 问题 进行 
分 析 并 适当 修改 模型 。 


1.2.6 步骤 6: 实 施 

对 模型 及 其 解 分 析 和 检验 后 ,还 楼 对 其 实际 意义 给 以 解释 并 将 其 提交 给 管理 决策 者 。 如 
果 管 理 决策 者 认为 可 以 实施 , 则 管理 科学 的 分 析 结果 得 以 实现 ;如 果 认 为 仍 不 能 实施 , 则 要 再 
次 对 问题 进行 分 析 并 适当 修改 模型 。 
1.3 管理 科学 的 主要 内 容 及 本 书 结构 
1.3.1 管理 科学 的 主要 内 容 

管理 科学 是 一 门 具有 多 分 支 内 容 的 极其 丰富 的 学 科 ， 主要 内 容 可 以 归纳 成 下 面 的 几 大 部 
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分 。 

1 .规划 技术 

规划 技术 主要 是 指数 学 规划 技术 ,包括 线性 规划 , 非 线 性 规划 、 整 数 规划 和 多 目标 规划 等 ， 
是 管理 科学 中 最 有 代表 性 的 主体 内 容 。 数 学 规划 是 在 一 定 约束 条 件 下 寻求 使 目标 极 大 化 或 极 
小 化 的 最 优 解 或 满意 解 ,其 实际 背景 是 在 有 限 的 资源 条 件 下 通过 合理 计划 而 实现 总 效益 的 最 
大 化 问题 。 

2. 图 与 网 络 技 术 

图 与 网 络 技术 包括 图 与 网 络 分 析 以 及 网 络 计划 ,是 研究 图 与 网 络 问题 的 分 析 与 优化 的 管 
理科 学 分 支 。 主 要 方法 是 基于 图 的 基本 理论 对 网 络 问 题 进行 分 析 , 求 得 使 网 络 效益 最 大 (如 最 
短路 、 最 大 流 、 最 短 的 项 目 工期 .成 本 最 低 的 项 目 工期 ) 的 最 优 解 。 

3. 决 策 技 术 

决策 技术 包括 风险 型 决策 库存 决策 .多 阶段 决策 和 多 目标 决策 等 。 其 中 风险 型 决策 是 研 
究 在 不 确定 条 件 下 进行 方案 选择 问题 的 管理 科学 分 支 ,主要 方法 是 基于 收益 或 效用 以 及 概率 
的 基本 理论 ,对 方案 的 平均 效益 进行 比较 , 求 出 最 优 方案 。 库 存 决策 是 研究 库存 计划 与 订货 策 
赂 的 管理 科学 分 支 ,主要 方法 是 建立 各 种 类 型 的 存 贮 模型 , 求 得 使 总 成 本 最 少 的 最 优 解 。 多 阶 
段 决 策 又 称 动 态 规划 ,是 研究 多 阶段 决策 问题 的 管理 科学 分 支 , 主 要 方法 是 通过 将 问题 划分 阶 
段 并 逐 段 递 推 求 解 ,最 终 求 得 使 总 效益 最 大 的 各 阶段 最 优 解 。 多 目标 决策 是 研究 多 准则 评价 
与 决策 问题 的 管理 科学 分 支 ,从 各 种 不 同 的 角度 ,采用 定性 与 定量 相 结合 的 分 析 方法 ,对 系统 
进行 综合 评价 或 排序 。 

4. 对策 分 析 技 术 

对 策 分 析 技术 是 研究 在 对 抗 与 竞争 条 件 下 的 决策 问题 的 管理 科学 分 支 , 主要 方法 是 建立 
各 种 类 型 的 对 策 模型 , 求 得 使 双方 或 多 方 达到 平衡 的 最 优 解 。 其 基本 类 型 是 二 人 有 限 零 和 对 
策 及 二 人 有 限 非 零 和 对 策 。 

5. 随 机 运筹 技术 

随机 运筹 技术 包括 排队 系统 分 析 马 尔 可 夫 分 析 和 随机 模拟 技术 等 。 排 队 系 统 分 析 又 称 
排队 论 ,是 研究 随机 服务 系统 的 性 能 ,状态 及 优化 问题 的 管理 科学 分 支 ,主要 方法 是 建立 各 种 
类 型 的 排队 模型 , 求 得 在 各 种 条 件 下 反映 系统 性 态 的 描述 性 的 解 。 马 尔 可 夫 分 析 是 研究 由 随 
机 变量 现时 的 运动 状况 来 分 析 预 测 该 变量 未 来 运动 状况 的 管理 科学 分 支 , 主 要 方法 是 基于 概 
率 和 随机 过 程 的 理论 ,通过 系统 状态 和 转移 规律 求 得 未 来 的 状态 。 随 机 模拟 技术 又 称 系统 仿 
真 ,是 研究 对 静态 离散 的 随机 系统 进行 模拟 分 析 的 管理 科学 分 支 ,主要 方法 是 通过 随机 数 和 系 
统 的 有 关 概 率 分 布 对 系统 进行 状态 模拟 。 


1.3.2 本 书 的 结构 


本 书 由 引 论 ,规划 技术 、 图 与 网 络 技术 ,决策 技术 、 对 策 分 析 技 术 和 随机 运筹 技术 六 部 分 组 
成 , 共 15 章 ,结构 如 图 1.9 所 示 。 

从 各 部 分 内 容 的 知识 衔接 关系 来 看 ,第 一 部 分 引 论 和 第 二 部 分 规划 技术 是 全 书 的 基础 内 
容 ,其 他 各 部 分 内 容 大 部 分 是 并 列 的 。 图 1.10 给 出 本 书 的 阅读 顺序 ,其 中 的 数字 表示 章 的 序 


局 


Fo 
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图 1.9 
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2. 线 性 规划 -一 -3. 非 线 尾 规划 4. 多 目标 规划 
8. 库存 决策 
9. 动 态 规划 
5. 图 与 网 络 分 析 一 6. 网 络 计划 
19. 儿 内 标 决策 
1. 绪 ; 
7. 风 险 型 决策 


13. 排 队 系 统 分 析 一 15. 随 机 模拟 技术 





14, 马尔 可 夫 分 析 


图 1.16 
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[ 规划 技术 


第 2 章 ” 线 性 规划 


2.1 线性 规划 的 模型 与 图 解法 


2.1.1 问题 的 引入 


要 想 在 工农 业 生产 .交通 运输 ,商业 贸易 等 各 方面 提高 效益 ,有 两 种 途径 :一 是 革新 技术 ; 
二 是 改进 生产 组 织 与 计划 , 即 合理 安排 有 限 的 人 力 和 物力 资源 ,最 合理 地 组 织 生产 过 程 。 数 学 
规划 能 够 为 更 好 地 配置 资源 .组 织 生产 提供 理论 和 方法 ,包括 线性 规划 、\ 非 线性 规划 、 整 数 规 
划 、 多 目标 规划 等 很 多 分 支 。 其 中 线性 规划 是 在 现代 管理 中 应 用 最 广 、 理 论 比较 完善 的 一 个 部 
分 。 随 着 电子 计算 机 的 发 展 , 数 学 规划 在 现代 化 管理 中 的 重要 性 日 益 明显 。 

问题 1 某 工厂 计划 生产 甲 、 乙 两 种 产品 ,生产 1 kg 甲 产品 需 耗 煤 9 t、 电 力 4 kW'h 油 3 
t 生 产 1 kg 乙 产 品 需 耗 煤 4 t\ 电 力 5SkW'h、 油 10t。 该 工厂 现 有 煤 360 t、 电 力 200 gEW,h 油 
300 t。 已 知 甲 产品 每 千克 售 价 为 7 万 元 , 乙 产品 每 千克 售 价 为 12 万 元 。 在 上 述 条 件 下 决定 
生产 方案 ,使 总 收入 最 大 ,具体 数据 如 表 2.1 所 示 。 











表 2.1 
每 产 品 
一 下 量 甲 z 资源 限量 
煤 (t) 9 360 
电 (EW'h) 4 5 200 
”WU 一 
油 (t) 3 10 300 
单位 价格 (万 元 ) | 7 12 
一 一 一 一 


为 求解 上 述 问题 , 设 x, 为 甲 产 品 生产 量 , r; 为 乙 产品 生产 量 , 称 x, 和 z, 为 决策 变量 ， 
向量 zl， zz】 表示 一 个 生产 方案 , 称 之 为 决策 变量 向 量 ,简称 决策 变量 。 由 于 煤 、 电 , 油 资 源 
的 限制 ,生产 方案 [x， zz】 的 取 值 也 必 受 到 一 定 限制 。 例 如 ,采取 生产 方案 [x， zx,]', 耗 
煤 总 量 为 9z; +4zxi , 它 不 能 超过 煤 资源 总 量 。 这 样 所 取 的 生产 方案 [xz， xz,]" 必须 满足 条 件 


9z1 +4r;&360 ( 煤 资 源 限 制 ) 
同样 ， [zy 1 1 必须 满足 条 件 
471 + Sr<200 ( 电 资 源 限制 ) 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


有 ”规划 技术 | 11 








3zx1 + 10x,300 ( 油 资源 限制 ) 
同时 ,ri 和 xz; 不 能 取 负 数 , 即 须 满足 
TIDP0O， zaP0 《 非 负 限制 ) 
所 以 ,一 个 种 行 生产 方案 [xz， x;] 必须 满足 条 件 
9zi +4z<360 
4zl + 3z2S200 
37z1 + 10z 委 300 
ZI120,z0 
式 (2.1) 称 为 一 组 约束 条 件 。 
对 于 每 一 个 可 行 生 产 方案 [zl， xz] , 均 有 一 个 由 这 个 方案 产生 的 总 收入 z 与 之 对 应 , 即 有 
[x: xd ] -z= 31 十 12z2 
称 x=7zi + 12zx: 为 目标 函数 ,并 由 它 衡量 各 生产 方案 的 优 劣 。 
综 上 记述, 对 问题 了 求解 最 优 方案 的 问题 可 由 下 列 数学 模型 描述 : 
max zx 三 7TI1 十 127， 
97zi 二 42<360 
4z1+5z2z<200 
“3 + 10zx2<<300 0 
TI1P07r30 
式 (2.2) 表 示 在 所 有 满足 约束 条 件 式 (2.1) 的 可 行 方案 [z， zx,]" 中 ,去 寻找 收入 z 最 大 的 方案 
[zi? zx2 ]。 其 中 的 s.t. 是 约束 条 件 的 符号 ,也 可 以 省 略 。 式 (2.2) 称 为 线性 规划 模型 , 它 由 三 
个 基本 要 素 组 成 :四 决策 变量 X= [zl zx, 了 ,表示 一 个 方案 ;四 约束 条 件 式 (2.1) ,表示 决策 变量 
必须 满足 的 条 件 ;目标 函数 == 7zi + 12z, ,表示 决策 变量 [x， zz 本 优 劣 的 数量 指标 。 

由 于 式 (2.2) 中 目标 函数 与 约束 条 件 均 是 线性 的 ,所 以 称 此 模型 为 线性 规划 模型 。 

例 2.1 某 化 学 试剂 公司 生产 两 种 显影 液 ,这 两 种 产品 每 生产 1 的 成 本 都 为 3 元 。 根 据 
订货 合同 ,在 二 周 内 化 学 试剂 公司 至 少 要 生产 出 30 工 的 A 产品 和 20 工 的 B 产 品 。 生产 这 两 
种 显影 液 都 需要 一 种 易 变质 原料 。 这 种 原料 现在 库存 量 为 80 kg, 若 两 周 内 不 使 用 则 变质 。 每 
生产 1L 的 A 产 品 需 Ikg 此 若 料 ;每 生产 1L 的 B 产 品 需 2 kg 此 原料 。 公 司 管理 部 门 需要 确 
定 一 个 两 周 内 成 本 最 低 的 生产 计划 , 它 至 少 要 用 尽 库存 80 kg 的 易 变质 原料 ,必要 时 还 可 再 订 
购 此 原料 ,而 和 且 至 少 生产 出 30 工 的 A 产品 和 20 工 的 B 产 品 。 

解 ” 用 线性 规划 模型 求解 。 设 zi 为 生产 A 产品 的 数量 ;x, 为 生产 B 产 品 的 数量 。 线 性 


(2.1) 


规划 模型 为 
min z= 3xr1 +3x, (成 本 ) 
xz1+2zx; 尖 80 {原料 ) 
zi 守 30 (A 产 量 ) 
Z2 之 20 (B 产 量 ) 
Xl 之 0,z; 之 0 


例 2.2 某 大 学 计划 早春 时 期 在 校园 内 草坪 上 施肥 ,草坪 需要 的 毛 、 磷 、 钾 的 最 低 数量 以 
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及 市 场 上 销售 的 三 种 肥料 的 成 份 和 价格 如 表 2.2 所 示 。 
表 2.2 (每 1 000 kg) 












En 
i Tan 





| ss | » | :| 
这 所 大 学 可 以 根据 需要 不 受 限制 地 购买 到 各 种 肥料 ,混合 后 施放 到 草坪 上 , 列 出 一 个 线性 
规划 模型 确定 购买 各 种 肥料 的 数量 ,使 之 总 成 本 最 低 。 
解 ” 设 zi 为 购买 肥料 的 数量 ,zx 为 购买 肥料 的 数量 ,zx 为 购买 肥料 正 的 数量 , 则 线 





性 规划 模型 为 
min 2& 三 10 ee ee 
”T0007 10007 1 000*3 








之 7 





WU 3 
1000™! 10007: T0007? 
Ti00" + TW + T0025 


工 } ,X23 ,T3220 


2.1.2 线性 规划 的 一 般 模型 与 标准 型 


对 于 一 般 线性 规划 模型 ,目标 函数 可 以 求 最 大 (如 求 利润 最 大 ) ,也 可 以 求 最 小 (如 求 成 本 
最 小 ), 约束 条 件 可 以 是 “<<", 也 可 以 是 “之 "或 <= "型 的 。 因 此 ,一 般 线性 规划 模型 可 表示 为 
max(min)z= cz + cr ++ ex, 
QH 二 412Z2 十 十 CS( 之 ,= )8 
daTit C22 2 t+ ar (2, = )b, 


am TI + Cnm272 t+ Amwra (2, = )6, 
0,j=1,2,.,n 
式 中 , 系 =[x， ZX2 “… zz,] 为 决策 变量 ;z= CTXi1t+ czzz 二 … 二 crt 为 目标 郑 数 ;al zl + Ci2 之 2 
t+ a (>, = )6, 为 资源 约束 条 件 (i =1,2,… ,xm);z, 洋 0(j =1,2,…,n) 为 非 负 约束 条 件 , 称 
满足 全 部 约束 条 件 的 决策 变量 为 可 行 解 ,使 目标 函数 为 最 大 (或 最 小 ) 的 可 行 解 称 为 最 优 解 。 
为 了 论述 方便 ,把 最 大 化 .等 式 约束 型 的 线性 规划 称 为 线性 规划 的 标准 型 , 即 
mMAX ZC TI + cr + + cnx, 
QT +t avr tet Aart, 一 由] 
2Q21Z1 十 Q2272 十 … 十 Gartu = 6, 
: (2.3) 
CnmlT1 十 Cn2T2 十 多 十 Can 二 已， 
X20,j=1,2,.…,n 
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标准 型 的 矩阵 形式 为 
max z= CX 
AX=b 
XX>0 
其 中 C=[c C2 多 cj] ,在 = [zi 二 了 机 zu) ,b=[6 b, 二 bl] ， 
21il Qilz Qin 
a 如 a 
让 二 21 2 , 
| C2 7 (Ct pan 


习惯 上 称 C 为 价格 系数 向 量 ;b 为 资源 向 量 , 标 准 型 中 设 b 之 0; 4 为 技术 系数 矩阵 。 
对 于 各 种 非 标准 形式 的 线性 规划 都 可 以 通过 适当 的 变换 化 为 等 价 的 标准 型 问题 。 具 体 做 法 如 下 : 
人 中 震 问 题目 标 函 数 求 极 小 ,可 以 改变 目标 函数 的 符号 ,然后 求 极 大 。 例 如 , 原 问 题 
min z=27x1+47x, 
可 化 为 
max z = ~27r) ~—4r; 
旬 对 “和 约束 ,可 添加 松弛 变量 构成 新 的 等 式 约 束 , 例 如 ,对 约束 9x, + 4x; 二 360, 添 加 松 
弛 变量 zs 之 0, 构 成 等 式 约束 
9x1+4x2 + xs = 360 
目标 函数 中 松弛 变量 x; 的 价格 系数 c; =0。 
8 对 “之 "约束 ,可 减 去 一 个 镜 余 变量 构成 等 式 约 束 ,例如 ,对 约束 Szt -2x, 实 2, 减 去 剩余 
变量 zx4 之 0 ,构成 等 式 约束 
9381 一 2 一 人 1 三 之 
同样 ,剩余 变量 的 价格 系数 c* =0。 相 对 于 松弛 或 剩余 变量 , 原 有 的 变量 也 可 称 为 结构 变量 。 
@ 对 原 问 题 中 所 含 的 x 不 限制 取 非 负 值 时 称 之 为 自由 变量 ,并 可 进行 变换 
X= 0, x 0 
代 人 原 问 题 的 目标 函数 及 约束 条 件 中 ,化 成 一 个 不 含 自由 变量 的 线性 规划 同 题 。 
例 2.3 对 线性 规划 式 (2.2) ,添加 松弛 变量 xz; 实 0,z, 守 0,z; 衬 0, 相应 c= cs= cs=0, 


得 标准 型 
max z=77x) +12x,; 
97x +4x;,+ x =360 
4z1 + Sx, 十 之 4 =200 
; _ (2.4) 
3x1+10x,; + xs =300 


x0 j=1,2,.,5 
标准 型 式 (2.4) 与 原 问 题 式 (2.2) 是 等 价 的 。 在 此 例 中 不 难 理解 ,松弛 变量 的 实际 意义 是 


剩余 的 资源 。 
例 2.4 将 下 面 非 标准 线性 规划 化 为 等 价 的 标准 型 线性 规划 ， 
mn X= z+3r,—7r; 
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ZI 一 272 +3z3 委 7 
27z1 一 2 十 丸 这 4 
一 S7rl 十 TI +4r3=6 
zl 3， 20,z3 为 自由 为 量 
解 ” 按 下 述 步 豫 进 行 : 
中 将 目标 酉 数 转 化 为 求 极 大 型 , 即 得 
max 2 = .x1 3r;+7x 
@ 对 第 一 个 约束 添加 松弛 变量 zx, 实 0, 得 
X1 ~ 27,+3rz1+ r=7 
晤 对 第 二 个 约束 减 去 剩余 变量 rx; 源 0, 得 


221 一 了 2 十 2 一 25 一 4 


地 对 自由 变量 xz; , 令 
3 二 了 3 -rT 220,x ;之 0 
原 规划 化 为 标准 型 : 
max z =X- 3x +Irs 17" 
XZ1~27T1+37s ~ Irs+ 7 = 了 
271 一 Z 十 并 3 -Xs -xzs=4 
-ST +x2t+4r's—4r", =6 


Tl 1X2 ,3 35 Th ,Xs 这 0 
2.1.3 线性 规划 的 图 解法 


对 于 只 有 两 个 变量 的 线性 规划 问题 ,可 以 直接 用 图 解法 求解 。 图 解法 比较 直观 ,而 且 对 -_- 
般 问 题 的 解决 很 有 启发 作用 。 
图 解法 可 分 为 两 步 进 行 :第 一 步 , 根 据 约束 条 件 画 出 与 约束 条 件 相应 方程 的 直线 ,由 这 些 
直线 共同 确定 的 区 域 即 为 可 行 解 的 区 域 (满足 约束 条 件 的 决策 变量 集合 ); 第 二 步 , 画 出 目标 函 
数 的 等 值 线 ,然后 平行 移动 至 与 可 行 区 域 边界 “ 相 切 ”之 点 ,此 点 即 为 最 优点 ,相应 坐标 [ zx， 
I> J 即 为 最 优 解 。 
以 问题 1 为 例 说 明 , 式 (2.2) 的 约束 中 每 个 不 等 式 都 表示 -个 半 平 面 。 第 一 步 画 出 这 些 半 
平面 的 分 界 直线 , 即 
9zl+ 4x,;=360 
4Zz1+ 5x;=200 
3x1+10z,=300 . 
确定 它们 与 zi;Z0、z?20 共同 围 成 的 部 分 即 为 可 行 域 ( 即 画 影 线 部 分 ), 如 图 2.1 所 示 。 
第 二 步 作 目标 函数 等 值 线 7z, + 12z; = , 沿 大 增 大 方向 平行 移动 ;与 可 行 域 “ 相 切 "于 DD 
太 , 亦 点 口 为 最 优点 。 求 解 两 直线 之 交点 , 即 解 方程 组 
4zr! +5zx,=200 : 
{ +10zx, =300 
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得 卫 的 坐标 为 zx; =20,z; =24, 即 于 "=[20 
24]" 为 最 优生 产 方案 ,最 大 收入 为 
z =(7xX20)+(12x24)=428 

用 图 解法 求解 线性 规划 时 ,可 能 会 出 现下 面 
4 种 情况 

DD 有 惟一 最 优 解 (图 2.1) ,目标 函数 等 值 线 
“ 相 切 ”于 约束 集合 的 一 个 角 点 口 , 则 DD 点 是 线性 
规划 问题 的 惟一 最 优 解 ; 

@ 有 多 个 最 优 解 (图 2.2) ,目标 函数 等 值 线 
平行 于 一 条 约束 边界 , 则 此 边 上 所 有 点 都 是 最 优 
解 ; 

公有 可 行 解 ,但 没有 使 目标 值 为 有 限 的 最 优 解 ;无 有 限 最 优 解 ,也 称 无 界 解 (图 2.3) 

曲 无 可 行 解 ( 图 2.4) ,约束 集合 是 空 集 , 即 无 可 行 解 。 

例 2.5 (与 图 2.2 对 应 ) 

max 过 一 2x 十 272 


| 1 + x;A3 





Xi + 
zl 字 0,x; 守 0 
例 2.6 {与 图 2.3 对 应 ) 


max zrx1t+r; 


—27 + xz, 
TX! -x 
Xl 之 0， T2220 


例 2.7 (与 图 2.4 对应) 
max z= x +2x, 
{x + x 
| -2zx,; 守 2 
71P0,zPT 





图 2.2 图 2.3 
图 解法 只 能 用 于 两 个 变量 的 情况 ,但 从 图 解法 能 得 到 两 个 重要 结论 ; 
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QD 线性 规划 的 约束 集合 是 凸 多 面体 ; 

凶 线 性 规划 若 有 最 优 解 , 则 最 优 解 一 定 能 在 凸 多 面体 的 角 点 (顶点 ) 上 达到 。 

这 样 ,问题 就 转化 为 从 有 限 多 个 角 点 中 去 寻找 最 优点 ,使 原来 从 所 有 可 行 解 中 去 寻找 最 优 
解 的 工作 大 大 简化 。 线 性 规划 的 单纯 形 解法 的 依据 就 是 这 两 个 结论 。 


2.2 单纯 形 法 


2.2.1 单纯 形 法 的 原理 与 基本 概念 


单纯 形 法 (simplex method) 是 由 美国 数学 家 G.B.Dantzig 于 1947 年 提出 的 ,到 目前 为 止 ， 
它 仍 是 线性 规划 问题 最 有 效 的 解法 。 单 纯 形 法 是 一 种 迭代 算法 。 它 利用 线性 规划 最 优 解 在 可 
行 域 角 点 上 得 到 这 一 结论 ,首先 确定 一 个 初始 角 点 ,用 某 种 法 则 判别 它 是 否 是 最 优 解 。 若 不 是 
最 优 解 , 则 设法 去 寻找 一 个 更 好 的 角 点 。 所 谓 “ 更 好 ”的 角 点 是 指 新 角 点 的 目标 函数 值 比 旧 角 
点 的 目标 函数 值 大 。 由 于 角 点 个 数 是 有 限 的 ,经 过 有 限 次 迭代 (寻找 更 好 角 点 ) 后 必定 达到 最 
优点 。 这 样 ,单纯 形 法 就 需要 解决 四 个 问题 :中 可 行 域 的 角 点 有 什么 特征 ?名 如 何 确定 第 一 个 
角 点 ?@ 如 何 判 定 一 个 角 点 是 否 是 最 优 ?@ 如 何 从 一 个 角 点 出 发 去 寻找 更 好 的 角 点 ? 

首先 考虑 式 (2.3) 所 定义 的 线性 规划 间 题 。 假 设 4 实 m , 且 系 数 和 矩阵 


Ql Ql2 '’ Qin 

dn A ”CQzn 
A=|.; 

Qml Crm? ”Gr 


的 秩 为 m ,用 已 表示 A 中 第 ; 列 的 列 向 量 , 即 


a 


my 


由 此 ,矩阵 4 可 表示 为 4=[P， P，。 … P,] ,同样 有 


AX= Dzp, 

为 了 表达 角 点 的 坐标 , 引 人 基 、 基 变量 .基本 解 .基本 可 行 解 几 个 重要 概念 。 

1. 基 与 基 变 量 

若 Pi 、 Pi ‘Ps 是 4=[P P, … P; ] 中 mx 个 线性 无 关 的 列 , 则 称 方 阵 
B=[Pp, Pi * P,,] 


为 一 个 基 , 称 其 余 列 构成 的 矩阵 为 非 基 向 量 矩 阵 , 记 为 N。 
基 B 中 各 讽 对 应 的 变量 称 为 基 变 量 , 记 为 


Xp =[xi Xa 7 xim) 


其 余 对 应 于 非 基 矩 阵 各 列 的 变量 称 为 非 基 变量 , 记 为 %,。 例 如 ,在 标准 型 问题 式 (2.4) 中 有 
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4 1 
=l4 5 0 
10 0 


若 取 基 8B, =[P， P, P; ,B;= LP, Pl P|], 则 有 


100 4 
B=[P; P, Ps]=|I0 1 Ol,N,=[P, p,j=|i4 5 
0 1 


Xp, = [xs Tq z5】 ,Xn =fzi Z2] 


1 9 4 0 0 
B,=[P; P, P,1= 0 4 5 ,N,=[P, ma 0 
3 1 1 


Xs, =[z3 Xl zx2] ,Xn, =[x4 2 
2. 基 本 解 与 基本 可 行 解 
对 于 确定 的 一 个 基 B, 则 能 由 这 基 B 去 确定 约束 方程 AX=b 的 一 个 解 。 为 了 讲述 方便 ， 
假设 基 B 是 选择 由 各 的 前 zz 列 组 成 (不 失 一 般 性 ), 即 有 
B=[P, P, … P,],N=[P,,, PP - 了 ] 
约束 方程 AX =5 可 表示 为 


[B ~ ]=s 





0 0 

1 -tn P, P; Pp, P,| 
0 

] 


其 中 4=[B N],X=[ ], 进 - 步 有 


.BXy + NXy=b 
Xs=B 一 有 "NX (2.5) 
令 非 基 变 量 Xn = [xn Amt+2 zj' =0, 有 
六 


DB 
这 样 ,由 基 B 确定 了 方程 4AX=4 的 一 个 解 
B'b 
0 
称 这 个 解 为 一 个 基本 解 。 若 它 进一步 满足 非 负 约 束 zy 洋 0(j = 1,2,…,z) , 即 满足 
B'b=[b, 6b, : b>0 

则 称 这 个 解 是 一 个 基本 可 行 解 , 称 基 B 为 可 行 基 。 

例如 ,在 标准 型 式 (2.4) 中 , 取 基 B=(P; ,P,P,) 时 , 则 有 相应 的 基本 可 行 解 


x=| j=tw, bb 0 0 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


18 管理 科学 基础 


9 4 9 
J =[z3 xi 人 4 5 |200|=[84 20 24] 
3 10 L300 
大 ws 三 [zs xs) =[0 0] 
即 为 
X=[20 24 84 0 0 
可 以 证 明 , 线 性 规划 可 行 域 角 点 的 坐标 恰好 是 某 一 个 基本 可 行 解 , 即 角 点 与 基本 可 行 解 是 
一 一 对 应 的 ,在 角 点 中 寻找 最 优点 即 可 转化 为 在 所 有 基本 可 行 解 中 寻找 最 优 解 。 因 此 ,只 和 葬 考 
虑 所 有 基本 可 行 解 就 够 了 。 


2.2.2 单纯 形 法 的 步 又 
单纯 形 法 是 一 个 迭代 算法 , 它 由 三 步 组 成 , 见 图 2.5。 


1 .确定 一 个 初始 基本 可 行 解 
先 对 原 问题 添加 松弛 变量 化 为 标准 型 , 即 
max z= CX 
AX=b 
xX>0 . 
若 系数 矩阵 4 中 含 单位 矩阵 了 则 取 初 始 基 B, = 了 ,由 此 初 
始 基 B 可 得 初始 基本 可 行 解 
Xo, =Bo b=b’ ,Xv =0 
若 4 中 不 含 单位 矩阵 1, 则 可 由 以 后 介绍 的 大 M 法 确定 一 
图 2 5 个 初始 基本 可 行 解 。 
2. 检 验 一 个 基本 可 行 解 是 否 最 优 
对 于 给 定 的 可 行 基 B, 相 应 基本 可 行 解 为 如 = B 1b,%、 
二 0。 而 由 式 (2.5) 知 , 基 姿 景 Xs, 可 由 非 基 变量 处, 线性 表示 为 
Xs=B lb-B :NX、 
代 人 目标 函数 z= CX = CpXs + CX 得 
z=CsB ‘b+(C, -CoB !N)X, (2.6) 
其 中 Cs 为 基 变量 Na = [ze za，… xm 】 在 目标 函数 中 的 系数 , 即 


Cs = [cs Ca 





, cB, ] 
而 Cs 为 由 非 基 变量 X、 在 目标 函数 中 系数 构成 的 向 量 。 

从 式 (2.6) 可 知 , 当 向 量 Cy - CsB- NS0 时 ,对 应 于 这 个 基本 可 行 解 X = 8-!15 = 
[6m 6's， “… 6's] ,Xs =0 的 目标 函数 值 -= CoB- :8 为 最 大 , 即 这 个 基本 可 行 解 为 最 
优 解 。 向 量 Cx - CsB“'N 为 判别 是 否 最 优 的 检验 向 量 。 因 此 ,对 给 定 的 一 个 可 行 基 B( 即 给 
定 一 个 基本 可 行 解 Xa = 如 -0,XA=0), 判 别 它 是 否 最 优 ， 只 项 计算 每 一 非 基 变量 z 的 检验 
数 (检验 向 量 Cx 一 CsB -IN 的 每 一 分 量 ) 

di=c 一 Co P, 
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式 中 ,c, 为 非 基 变量 zx; 的 价格 系数 ;P, 为 4 中 对 应 于 非 基 变量 z 之 列 向 量 。 若 所 有 o 专 0 
时 ,这 个 基本 可 行 解 为 最 优 , 反 之 , 若 有 某 一 检验 数 o, >0, 则 此 解 一 定 不 是 最 优 。 同 时 可 以 证 
明 , 若 某 5 >0, 而 相应 B 'P; 志 0( 每 个 分 量 志 0) 时 , 原 问 题 没有 有 限 最 优 解 。 若 讨论 的 线性 
规划 是 min 型 时 , 则 当 所 有 oj 之 0 时 为 最 优 。 

3. 寻 找 一 个 更 好 的 基本 可 行 解 

对 于 一 个 基本 可 行 解 Xs = 怠 5,Xxv =0, 经 第 二 步 检验 不 是 最 优 解 , 则 需 寻 找 一 个 更 好 
的 基本 可 行 解 , 即 去 寻找 一 个 新 的 可 行 基 BB。B 的 选择 是 在 基 B 的 基础 上 进行 的 。 假 设 B = 
LP，… P1 … P,],N=[P,i Pi … 卫 ], 新 可 行 基 吾 是 由 从 原 非 基 阵 N 中 选 

B=[P, “0 PP 2 P,.] 

新 基 8 与 旧 基 B 仅 有 一 列 不 同 ,问题 是 如 何 选择 进 基 列 PP 和 出 基 列 P, ,使 得 构成 的 新 基 BB 
是 一 个 可 行 基 , 而且 相应 基本 可 行 解 的 目标 函数 值 上 升 。 

首先 决定 进 基 列 P ,计算 所 有 非 基 变量 的 检验 数 


maxt oa >0}= 0, 





则 选择 相应 的 列 P, 作为 进 基 列 。 
然后 选择 出 基 列 P, ,计算 
Bb), i 'b), ! 
9 -min| |(B 忆 ) >0| = -2 
b", Qt 
式 中 ,8-15= | “| ,B-:P = |“ 2 | 。 这 样 选择 的 出 基 列 为 己 。 
0 | [i 
可 以 证 月 , 依 这 样 的 法 则 得 到 的 新 基 
B=[P, : bp, : P,)] 
是 一 个 可 行 基 , 而 且 相 应 的 目标 函数 值 上 升 。 其 新 基本 可 行 解 玉 =B-!15, Xs =0, 转 人 第 二 
步 检验 。 


2.2.3 ”单纯 形 表 


上 述 计算 步骤 可 以 通过 制作 单纯 形 表 在 表 上 计算 完成 。 对 每 个 确定 的 可 行 基 B 可 作 中 
一 个 单纯 形 表 ,如 表 2.3 所 示 。 





于 2.3 
~ 
C1 C2 wn 四 
Ce Xp 吾 -18 和 
交 ] 2 sp Es 
i 
A 而 ， 2 = 
8 5, bi Qi a i 9 es 









检验 数 ti- CaB ip, 
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单纯 形 表 中 的 表 头 下 填 确定 的 基 变 量 名 , Cs 下 填 相应 的 基 变 量 系数 ,B ”b 下 填 基 本 
可 行 解 中 基 变量 之 解 值 ( 非 基 变 量 为 零 )。 


大 一 下 -5 一 [0 
ZX, 下 系数 列 为 
QT Qi 
P=B-'Pp,=B'|*|=|"* 
dm a mw 


最 后 一 行 填写 检验 数 
0 =c -CoB 'P, 


4 Les, CB, CB 


显然 , 按 上 式 计算 , 基 变 量 之 检验 数 必 为 零 。 

在 每 个 基 的 单纯 形 表 上 能 完成 三 件 事 : 

中 确 定 对 应 于 基 的 基本 可 行 解 , 即 X,=B 'b; 

名 计算 检验 数 行 值 ,判断 当前 解 是 否 最 优 ; 

@ 可 由 表 上 确定 进 基 变 量 x 、 出 基 变 量 zx, (确定 主 元 素 ex ), 从 而 确定 一 个 新 的 更 好 的 基 。 

由 步骤 1 知 ,用 单纯 形 表 计 算 时 , 取 单 位 矩阵 为 初始 基 Bo = 了, 则 相应 初始 单纯 形 表 不 必 
计算 , 表 中 各 元 素 就 是 原始 数据 , 即 有 

B'b=Bb=b,P’,=B"'P,=IP,=P, 

只 党 计算 检验 数 o, = co; - CsB “' Pj ,就 建立 了 初始 单纯 形 表 。 进 一 步 ,再 在 表 上 确定 相应 基本 
可 行 解 , 检 验 数 和 新 的 基 B1 (确定 进 基 变 量 xz, ,出 基 变 量 x, , 表 上 元 素 a 为 主 元 )。 

这 样 确定 新 基 B, 后 ,再 去 建立 Bi 的 单纯 形 表 , 在 表 上 重复 完成 上 述 三 个 步骤 。 在 确定 新 表 
时 ,不 必 先 计算 逆 矩 阵 Bi ,再 分 别 与 b 及 各 列 P 相 乘 ,而 是 可 把 每 一 单纯 形 表 看 成 一 个 矩阵 ,并 
可 证 明 ,B, 的 单纯 形 表 可 由 B 的 单纯 形 表 进行 以 ex 为 主 元 的 矩阵 初等 行 变换 而 得 , 即 为 


2 a Ss a i i Qa pb a ”1 0 Ci。 
/ ’ 7 以 a 为 主 元 如 » 
bi an '” a oh a Ey an ™ 1 2 
6b, a ey a 在 Q 加 Ql 0 机 C 
整个 单纯 形 表 计算 过 程 如 下 : 
I 
Bibp=6) 
Bo 了 0B-Tp =P ) ”站 纯 形 表 ”3. 确 定 新 基 B， 
以 a% 为 主 元 进行 (确定 主 元 as) 
和 矩阵 初等 行 变换 
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1. 确 定 基 本 可 行 解 X， 


| 2 
vasa 缤 时 新 基 B, 
(确定 主 元 ax ) 








B, 


以 a 为 主 元 进行 
和 矩阵 初等 行 变换 


B: 一 一 一 一 





单纯 形 表 
以 问题 1 标准 型 式 (2.4) 为 例 , 用 单纯 形 法 求解 , 式 (2.4) 中 系数 矩阵 为 


9 4 ee | 
A=[P: P, P; PP， Pl]=|4 5 0 1 0 


I0 0 0 ] 
根据 算法 ,第 -. 步 选 择 单位 矩阵 为 初始 基 , 即 有 


. 1 0 0 
B=|[P; P, P;]= 0 1 1 


0 1 
基 B 对 应 的 初始 单纯 形 表 中 元 素 为 
P';=Bo'P,=P, 
b=B b=!1b=[360 200 300]7 


取 Xs =[z3 ze xzs】 ,Ca =[0 0 0], 即 可 建立 初始 单纯 形 表 , 见 表 2.4。 进 一 步 在 表 上 





确定 : 
表 2.4 
c, x ey 7 t2 0 0 0 | 4 
Tt I2 第 Ly Ts 1 
a 4 
0 3 360 9 4 1 0 0 | 90 
1 
0 I4 200 4 5 0 ] 0 i a0 
0 Xs 300 3 [10] 0 0 ] 30 
检验 数 o 7 12 0 0 0 
QD 对 应 于 基 Bu 的 基本 可 行 解 
Xs =[zxs xz 753】 =B''b=[360 200 300] , Xv, = [zi xz] =[0 0]7 
即 有 基本 可 行 解 


Xo=[0 0 360 200 300]7 
名 从 公式 m =c -CgB PP, 计算 各 变量 之 检验 数 , 基 变 量 之 检验 数 z= a = os =0, 不 必 
计算 , 谭 非 基 变 基 的 检验 数 


9 
ol1=ci-CsB Pi=7-[0 0 -7 
3 


4 
dc- CaB 'P,=12—[0 0 可 | 
0 


1 
填 入 表 最 后 一 行 相应 位 置 , 由 于 检验 数 不 全 部 小 于 等 于 零 , 基 本 可 行 解 Xu 不 是 最 优 解 ; 
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计算 maxj ol ,oz = oo = 12, 确 定 x, 为 进 基 变量 。 
计算 6=minj2 /a'z|a’s>0|=min|360/4,200/5,300A10| = 300/10, 得 71 =3。 确 定 第 
2 列 与 第 3 行 交 叉 元 素 a ;为 主 元 ,表示 确定 x, 为 进 基 变量 , 基 B,=EP， P， P;] 中 第 3 
列 出 基 , 即 zs 为 出 基 变 量 ,从 而 确定 一 新 基 
B,=[iP; P, P,] 
建立 对 应 于 B, 的 单纯 形 表 , 取 Xe = [zs x， x2]',Cs =[0 0 12]。 表 中 其 他 元 素 
可 由 表 2.2 所 构成 的 矩阵 进行 以 a5 为 主 元 的 初等 行 变 换 而 得 ,即将 主 元 化 为 1, 含 主 元 列 的 
其 余 元 素 化 为 零 。 即 有 
360 94 100 np 9 410 0 
和 4: |- 4 50 1 IE 
00 3 10 .001 30 0.3 100 0.1 
360 9 410 0 40 7.8 0 1 0 -0.4 
50 2.5 001 -sa 2.5 00 1 | 
30 0.3 100 0.1 30 0.3 100 0.1 
这 样 就 建立 了 对 应 于 基 B, 的 单纯 形 表 , 见 表 2.5。 








襄 2.5 
7 
Cs 加 RE 12 0 0 0 8 
立 1 Wy 之 3 学 总 Ts 
0 I3 240 7.8 0 1 0 —0.4 30.8 
0 Xa 50 [2.5] 0 0 1 一 0.5 20 
12 2 30 0.3 1 0 0 0.1 100 
检验 数 o 3.4 0 0 0 一 1.2 
在 单纯 形 表 上 确定 : 


山 对 应 于 基 B, =[P，。 P，。 P:] 的 基本 可 行 解 为 
XI=[0 30 240 50 0j 
多 计算 检验 数 ,其 中 基 变 量 下 检验 数 均 为 零 , 即 ms = c4 = o, =0, 非 基 变量 下 检验 数 为 


.8 
o1=c1 -Cs 吾 Pi=7-[0 0 mel 


一 0.4 
0s=¢s -Cs Bi'Ps=0~[0 0 12] 四 =—1.2 
0.1 
填 在 表 中 最 后 一 行 相应 位 置 , 由 于 o, >0, 所 以 当前 基本 可 行 解 X， 不 是 最 优 ; 
二 计算 max{o, >01 = ol = 3.4, 选 择 zi 为 进 基 变量 (或 说 P， 列 为 进 基 列 ) ,计算 8= min 
{124077,8,50725,3010.3| =b'2/a'n =50/2.5, 得 1=2; 
多 确定 主 元 为 第 1 列 与 第 2 行 交叉 元 察 a , 即 由 P, 列 进 基 , 基 B=[P，P，P;] 中 
第 2 列 Ps 出 基 (z, 为 出 基 变量 ) , 即 由 p, 代替 P, 而 得 新 基 
吾 ; = [ P， 卫 : P,] 
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同样 建立 基 B, 的 单纯 形 表 , 取 Xp, = | zx i] zz] ,Cs, =[0 7 12]. 单纯 形 表 中 其 
他 元 素 可 由 表 2.3 构成 的 矩阵 进行 以 a 2 为 主 元 的 初等 行 变换 得 到 , 即 有 


ke 7.8 0 1 0 -0.4 aa 00 1 -3.12 1.16 


| 50 (2.5) 0 0 1 -0.5| 一 | 20 100 0.4 -0.2 
L30 03 100 0.1 24010 -0.12 0.16 


这 样 就 能 建立 对 应 于 基 B; = [ P P， P; ] 的 单纯 形 表 , 见 表 2.6。 

















表 2.6 
区 x et 了 12 0 0 0 , 
袜 ) ec | | Ty 

0 x3 84 0 0 1 -3.12 1.16 

7 六 1 20 上 0 0 0.4 一 0.2 

12 2 24 | 0 1 0 —0}.12 0.16 

检验 数 xn 0 0 0 —1.36 -0.52 
,人 

同样 在 表 上 确定 : 

QD 对 应 于 B, 之 基本 可 行 解 为 


X,=[20 24 84 0 0 
名 计算 检验 数 。 基 变量 检验 数 c, = o, = c; =0, 非 基 变量 检验 数 
—3.12 
oc Ca Bi'P,=0-[0 7 a 0.4 |=—1.36 
-0.1 


1.16 
os=cs— Cs, Bi'Ps=0-[0 7 12] [oa = -0.52 
.16 

由 于 所 有 检验 数 = 和 0, 则 当前 基本 可 行 解 

X,=[20 24 84 0 0T 
为 最 优 解 ,最 优 值 2* = (7x20) + (12x24)=428 

使 用 单纯 形 表 求解 min 型 问题 ,在 进行 检验 时 和 max 型 相反 。 当 所 有 检验 数 0; 之 0 时 为 

最 优 ;在 选择 进 基 变 量 时 ,由 

oa =minlo, <O) 
确定 zx 进 基 ,其 他 各 步骤 与 max 型 完全 一 样 ,可 用 表 2.7 说 明 。 

表 2.7 











检验 数 确定 进 基 变量 zx 
ac -CoB-1P 所 有 0 最 优 |， =maxlo >0| 
例 2.8 用 单纯 形 法 求解 线性 规划 问题 


max z=10xy +9x, 十 47z3 十 07s 













ox=mintg, <0| 
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3zi +2z +4z3+2z 委 70 
Srit5r + .x+3r R00 
Srit6x,+3r; + rE25 
X20,7=1,2,3,4 
解 ”增加 松弛 变量 rs ,xs xz; ,将 上 述 问题 化 为 标准 型 


nax z=10zr: +9x, +4x3 十 6z4 


3 +27, 十 423 +274 + Ts =70 
S71 十 S7， 十 .了 3 十 374 + xs =60 
ST1+6x,+3r +7, + rx7 二 25 


T2200,7=1,…,7 
初始 基 选 B。 =[P; PP。 P) ] , 解 题 过 程 由 表 2.8 给 出 。 
囊 2.8 














最 优 解 X* =[0 0 15L 1554 9544 0 0,J',z" =123 溯 


2.2.4 大 M 法 


上 述 单 纯 形 法 第 一 步 中 ,车 系数 矩阵 中 含有 单位 矩阵 , 则 到 初始 基 Bu = f。 一 般若 系数 矩 
阵 中 不 含 单位 矩阵 , 则 可 采用 大 M 法 ,通过 增加 人 工 变量 ,构成 一 个 系数 矩阵 中 含有 单位 矩阵 
的 新 的 线性 规划 ,然后 使 用 单纯 形 法 求 出 最 优 解 。 这 个 新 的 线性 规划 问题 和 原 问 题 在 一 定 条 
传 下 是 等 价 的 。 通 过 下 面 例子 具体 说 明 如 何 使 用 大 M 法 。 
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例 2.9 求解 线性 规划 
min 之 一 一 4zl 十 37y 十 273 
一 273 十 2738 
—27x, +x, +x;24 
一 六 1 +zx3=2 
ZiP0 (i=1,2,3) 
解 首先 增加 松弛 变量 与 剩余 变量 xz, ,zs ,将 模型 约束 化 为 标准 型 


X12r2+27r4+ Ta =8 
一 2xl 十 之 十 工 3 一 2Z5=4 
= + Xs =2 
ziP0 (i=1,2,3,4,5) 
它 的 系数 矩阵 为 


元 ] 10 -1 

=1 0 10 0 
此 系数 矩阵 中 不 含 单位 矩阵 ,在 第 二 ,第 三 个 约束 方程 左边 分 别 添加 和信 工 变量 x。 守 0、z; 庆 0， 
即 构成 一 个 系数 矩阵 中 含有 单位 矩阵 的 新 的 线性 规划 问题 。 在 求 极 大 型 max 问题 中 ,人 工 变 
量 在 日 标 函 数 中 系数 均 为 ~ M ;在 求 极 小 型 min 问题 中 , 人工 变 量 在 目标 函数 中 系数 均 为 M， 
其 中 M 是 很 大 很 大 的 正 数 。 上 述 例题 添加 入 工 变量 后 构成 新 的 线性 规划 为 


min >Y 一 —47r 十 37z +2x3 + Mzre t+ Mz, 


0 





ZI 一 273 十 223 + Ts =8 
27 + 工 + ws —- Ist+xs =4 
= 十 3 ， 十 Y7 一 2 


zr20 (i=1,2,.,7) 
其 中 zx 是 松弛 变量 ,xs 是 剩余 变量 , re .zy 是 人 工 变量 。 它 的 系数 矩阵 为 
1 -2 2 1 0 80 0 
4=| 2 1 10 -1 1 0 
=1] 0 1 0 0 0 1 
由 于 上 述 线性 规划 系数 矩阵 中 含有 单位 矩阵 ,可 取 Bo = [P， P。 P;] = 了, 按 上 节 所 述 
建立 单纯 形 表 2.9。 














表 2.9 
本 | 。 ， 。 了 、 
0 Xa 8 王公 2 1 0 加 os 
{aM 6 4 =2 1 1 0 一 上 1 0 4 
M x 2 = 0 [U 0 0 0 1 2 
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续 胡 
Ce Xs B-'b 2 . 2 日 
0 zx 4 3 -2 0 1 0 0 -2 
(bj)M xsé 2 -1 [1] 0 0 -1 1 = 2 
2 x 2 -1 0 1 0 0 0 1 
检验 数 -2+M 3- 对 0 0 M 0 2M -2 
0 zx4 8 1 0 0 1 -2 2 ~4 
(c)3 zz 2 -1 ] 0 0 = 1 -1 
2 2z3 2 -1 0 1 0 0 0 1 
检验 数 ~ 0 0 0 3 M-3 M+l 





在 初始 单纯 形 表 2.9(a) 上 可 确定 ; 

基本 可 行 解 Xo=[0 0 0 8 0 4 2]7; 

名 非 基 变量 检验 数 wm = -4+3M,o =3-M,ci=2-2M,a=M, 其 中 o<0,c<0， 
则 XX。 不 是 最 优 解 ; | 

Gminlc<0,oi<0l = ci ,确定 z3 为 进 基 变量 ; 

@min18 有 /2,4 和 1,2A11 =2/, 得 5=3, 确 定 基 吾 , = [了 P， P。 P;] 中 第 三 列 P; 出 基 ( 即 
zx; 为 出 基 变 量 ,a ;为 主 元 ) ,得 新 基 B,=[P，P。 P,]。 

建立 基 B, 的 单纯 形 表 。 Xs =[zx zs zs3] ,Cs =[0 M 2], 表 2.9(a) 中 以 a'; 为 主 
元 的 初等 行 变换 , 即 可 得 B 的 单纯 形 表 2.9(b)。 同 样 在 表 上 计算 出 各 检验 数 , 得 知 基本 可 行 解 
Xi=[0 0 2 4 0 2 0] 仍 不 是 最 优 , 按 法 则 确定 表 2.9(b) 中 a 为 主 元 , 即 得 新 基 B, = 
[P， P， Pj], 同样 进行 表 2.9(b) 中 以 a 为 主 元 的 初等 行 变换 ,可 得 B, 的 单纯 形 表 2.9(c)。 
进一步 在 此 表 上 确定 :基本 可 行 解 X,=[0 2 2 8 0 0 0]', 非 基 变 量 检 验 数 ol =1>0,c; 
=3>0,5 =M-~-3>0,o = M+1>0, 则 基本 可 行 解 X,=[0 2 2 8 0 0 0]7 为 新 问题 的 
最 优 解 。 

使 用 大 M 法 会 出 现下 列 两 种 情况 :个 最 优 解 的 基 变 量 中 含有 人 工 变量 ,可 以 证 明 此 情况 
下 , 原 问 题 无 可 行 解 ; 侈 最 优 解 的 基 变量 中 不 含 人 工 变量 , 即 人 工 变量 均 为 零 ,可 以 证 明 在 此 情 
况 下 ,从 最 优 解 中 去 掉 人 工 变量 即 为 原 问 题 的 最 优 解 。 

上 例 中 X=[0 2 2 8 0]j:5 即 为 原 问题 最 优 解 。 

例 2.10 用 大 M 法 求解 线性 规划 

Dax 之 二 Jrl 十 372 十 223 十 4 
Sx; +Z +zx3+87r=10 
2 +4zz+3z3+2z:=10 
ziP0 (i=1,2,3,4) 

解 ”系数 矩阵 中 不 含 单位 答 阵 ,使 用 大 M 法 增加 人 工 变 量 zx, 、z6 ,其 目标 函数 中 系数 为 

二 M ,得 


iInax z= $x +3xr,+2rx3+ dz — Mrs — More 
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Sx tx +xatBrt+rs =10 
2z1 +4r, +3r3+27, +zxs=10 
X20 (i=1,2,.…,6) 
取 B,=[P。 卫 ?] ,建立 单纯 形 表 2. 10 进行 计算 。 
表 2.10 














在 使 用 大 M 法 时 ,可 以 证 明 ,人 工 变量 被 换 出 基 后 ,不 会 再 被 换 和 人 基 中 。 所 以 , 若 某 人 工 
变量 被 换 出 基 , 则 这 一 列 不 必 再 参加 迭代 运算 。 上 例 终 表 中 ,最 优 解 的 基 变 量 不 含 人工 变 量 ， 
则 原 问题 的 最 优 解 为 


x =[ 5 


也 0 0j ,> ”= 年 
例 2.11 求解 线性 规划 
max z=10zr +1572 十 1273 
Szl+37z， 二 ya 9 
— Srit+67x,+157r;S15 
221 十 T 十 23 5 
TiP0 (i=1,2,3) 
解 ”增加 松弛 变量 x, .zs ,剩余 变量 x。 ,人 工 变量 zx; ,求解 下 述 问题 : 


max z=10x1 +157rx;+12r;3— Mz 


Sr1+3x, + rT3+ Ts =9 
-Sr tor,+15r + zs =15 
2ZL tr 十 23 — Xet+zx; 三 


Zz,20 (j=1,2,.…,7) 
建立 单纯 形 表 , 计 算 过 程 由 表 2.11 给 出 。 
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[16] 
-1 375 -2 





9- 计 M 10+ Mt _2/5M 





终 表 最 优 解 基 变 量 中 含有 人 工 变量 zx; ,所 以 原 问题 无 可 行 解 。 


2.2.5 解 的 几 种 情况 


从 单纯 形 表 的 终 表 中 能 判别 线性 规划 解 的 几 种 情况 (以 max 型 为 例 )。 
1. 惟 一 最 优 解 
在 单纯 形 终 表 中 ,所 有 韭 基 变 量 的 检验 数 o, <0(min 型 中 ,所 有 非 基 变量 的 检验 数 o> 
0), 则 此 问题 只 有 惟一 最 优 解 。 如 表 2.4 中 , 非 基 变量 的 检验 数 c, = -1.36、os = -0.52 均 严 
格 小 于 零 , 则 此 问题 只 有 惟一 最 优 解 。 
2. 多 个 最 优 解 
在 单纯 形 终 表 中 ,所 有 检验 数 = 委 0(min 型 所 有 o 实 0) ,而 某 一 个 非 基 变 量 zx, 之 检验 数 
ax=0 时 , 则 原 问 题 有 多 个 最 优 解 。 
例 2.12 求解 下 面 的 线 人 性 规划 问题 
max 馆 一 2.S.r1 十 汇 2 
3x1+5xs 人 E15 
区 +27zss10 
xX! ,X20 
解 增加 松弛 变量 zx;、zx, ,化 为 标准 型 
max z=2.5x1+ 7+; 
32z1 十 9z2 十 工 3 =15 
四 +2x, + z=10 
TI Xs 23 ,Ta 0 
解 题 过 程 由 表 2. 12 给 出 。 
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表 2.12 
. 0 
c, x, i 2.5 1 0 
本 | be Eg X4 
0 x3 15 3 5 1 0 5 
0 Tq 10 [5] 2 0 ] 2 
a, 2.5 1 0 0 
19 _3 
0 谍 半 号 0 5 1 5 | 
2.5 加 a 
I 2 ] 5 0 5 
o; 0 0 0 = 小 
> 


因 非 基 变 量 zz .zx4 的 检验 数 都 小 于 等 于 零 ,最 优 解 为 
X12,7T2 =0,7x3=9,r4=0,z" =5 
但 由 于 非 基 变量 z; 的 检验 数 为 0, 故 本 题 有 无 穷 多 个 最 优 解 。 
3. 无 有 限 最 优 解 
在 某 单纯 形 表 中 , 某 一 变量 的 检验 数 m >0( 若 极 小 问题 时 为 o, <0) ,而 表 上 相应 列 元 素 
全 小 于 或 等 于 零 , 即 


Q 
PP = 了 -1P,= | xj<0 
a nk 
则 原 问 题 无 有 限 最 优 解 。 


例 2.13 用 单纯 形 法 求解 下 而 线性 规划 问题 


max z=27x1+27x, 
一 工 | +x, 1l 
| 2 一 27r 之 一 4 
Zl 2 ,20 
解 增加 松弛 变量 z;、x, ,化 为 标准 型 
max z=27x1 +2x, 
~X1 +xi+xs 三 1 
| + zx4=4 
TI ,Ty ,Ty ,XI0 


解 题 过 程 由 表 2.13 给 出 。 
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由 于 当前 单纯 形 表 中 非 基 变量 zx, 的 检验 数 rc =2>10, 但 相应 列 上 的 系数 均 小 于 零 , 则 此 
线性 规划 问题 无 有 限 最 优 解 。 


4. 退 化 解 
在 单纯 形 终 表 中 ,最 优 解 为 
Xs=B [5 


若 其 中 某 分 量 5 = 0, 则 称 此 解 为 一 个 退化 解 。 


2.3 对 偶 问 题 与 灵敏 度 分 析 


2.3.1 线性 规划 的 对 介 问 题 


1. 对偶 问题 的 定义 
问题 2 对 于 问题 1 ,假设 某 一 公司 欲 购买 这 个 工厂 的 全 部 资源 ( 煤 , 电 、 油 ), 公 司 提出 的 
价格 为 y,( 煤 ) ,y,( 电 )、y;( 油 )。 该 公司 希望 确定 一 组 价格 ,一 方面 使 工厂 能 接受 这 价格 而 同 
意 出 售 资源 , 另 一 方面 又 使 公司 购买 这 些 资源 的 总 成 本 最 低 。 这 样 一 个 寻求 最 优 价格 的 问题 
可 由 另 一 个 线性 规划 确定 , 即 
min zw = 360y| 二 200y; + 300y;( 总 成 本 》 
9y1 + 4y, + 333 之 7 
区 +5y, + 10y; 守 12 (2.7) 
dr so ,33 之 0 
(价格 y, 、y; 、y; 为 三 方 能 接受 的 水 平 ) 
在 这 个 线性 规划 中 ,决策 变量 [y， y，。 y,]' ,分 别 表示 购买 煤 、. 电 、 油 之 单价 ,目标 函数 
为 购买 工厂 中 煤 . 电 ` 油 资源 的 总 成 本 ,而 约束 条 件 表示 厂 方 能 接受 的 价格 所 必须 满足 的 条 件 ， 
即 厂 方 按 这 个 价格 出 售 生产 单位 产品 所 和 需 资源 的 收入 ,必须 不 低 于 工厂 用 这 些 资源 自己 生产 
产品 所 得 的 收入 ,只 有 这 样 的 价格 工厂 才 会 接受 ,同意 出 售 自 己 的 资源 。 
例如 ,生产 1 单位 甲 产 品 耗 煤 9t、 电 4 kW:h、 油 3 t, 出 售 这 些 资 源 的 收入 为 
9y1 + 4y2 + 3y; 
而 用 这 些 资源 自己 生产 ,生产 1 个 单位 甲 产 品 的 收入 为 7 万 元 。 所 以 ,公司 提出 的 价格 只 有 在 
使 得 9y, +4y2 +333 之 了 时 ,工厂 才 会 同意 出 售 。 
问题 | 和 问题 2 无 论 从 经 济 意义 上 或 者 是 在 数学 形式 上 都 是 紧密 相连 的 。 从 经 济 上 看 ， 
问题 1 是 寻找 最 优生 产 方案 ,以 获得 最 大 收入 ;问题 2 是 寻找 最 优 价格 使 总 成 本 最 低 , 从 数学 
模型 的 形式 上 着 ,它们 也 是 关联 的 ,比较 两 模型 如 下 ， 














问题 1 式 (2.2) 问题 2 式 (2.7) 
价格 系数 资源 向 量 
资源 向 量 价格 系数 
最 大 化 最 小 化 
变量 个 数 约束 个 数 
约束 个 数 变量 个 数 
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约束 系数 行 < 一 约束 系数 列 
把 线性 规划 (2.2) 称 为 原 问题 ,而 把 线性 规划 (2.7) 称 为 其 对 偶 问题 。 其 一 般 式 为 
max z=CX mr w= Yb 
原 问题 (P) | AX 志 b 对 偶 问 题 (D) | YA4 衬 C 
X20 Y2>0 
更 一 般 地 ,线性 规划 总 可 表示 为 





max z= > 
1=1 
270% Sh (iE1) 
Pr 


es (i€EL1,) 
ZiP0 (jEN) 
在 这 样 一 个 线性 规划 中 ,了 , 是 不 等 式 约束 标号 集合 ,TUT, = 了 = 1,2,…,m|; 了 是 等 式 约束 
标号 集合 ;JiCJ= {1,2,…,n| 是 非 负 变量 标号 集合 。 注 意 , 上 述 线性 规划 中 六 是 可 以 取 负 
值 的 。 
它 的 矩阵 形式 为 
max z= CX 
[2 
Ti20 (jEN) 
把 上 述 线性 规划 称 为 原 规划 ,其 中 ,到 为 由 所 有 6,(iE€ TUT,) 组 成 的 向 量 , 它 的 对 偶 问 
题 定义 为 下 述 线性 规划 : 


min vw = 2 biy; 
t= 
Sas Vel 


Da =c {jE( -1,)) 
yP0 (1EL) 
式 中 ,五 为 原 规划 中 非 负 变量 标号 集合 ; (J 一.) 为 自由 变量 标号 集合 ;了 为 原 规划 中 “小 于 等 
于 "约束 的 标号 集合 。 显 然 ,对 偶 问 题 的 矩阵 形式 可 表示 为 
min w=b'Y 
47Y2CT 
| (ET) 
其 中 C?-， 表示 由 所 有 C,(j<-JiU(J -J,)) 组 成 的 向 量 。 从 上 述 定义 看 出 , 原 问题 必须 
表述 为 约束 条 件 只 有 “<”" 和 和 “=” 两 种 形式 ;而 对 偶 问题 中 只 有 “ 守 " 和 “= "两 种 形式 ;对偶 问题 
中 第 ; 行 约束 究竟 是 大 于 还 是 等 于 形式 ,取决 于 原 问题 中 第 ; 个 变量 x, 是 非 负 还 是 自 山 变 
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量 。z, 是 自由 变量 则 对 侦 问题 中 第 j 行 是 等 式 约束 ,zx, 是 非 负 变量 则 对 侦 问 题 中 第 j 行为 大 
于 等 于 约束 。 同 样 ,对 偶 变 量 中 变量 y, 是 否 是 自由 变量 取决 于 原 问 题 第 j 行 约束 是 否 是 等 式 
形式 。 若 原 问 题 第 j 行 约束 是 等 式 约束 , 则 y, 为 自由 变量 。 还 可 以 看 出 , 原 问题 中 且 标 函数 
的 系数 向 量 (价格 向 量 ) 是 对 偶 问题 中 的 约束 右边 的 常数 向 量 (资源 向 量 ) , 原 问 题 约 束 中 右边 
常数 向 量 是 对 侦 问 题 中 目标 函数 的 系数 向 量 。 

例 2.14 与 出 下 面 线性 规划 的 对 偶 规 划 ; 


max 之 二 zl 十 一 373 


271 +27z 一 2 之 1 

XI -3z +473<10 
221 二 27 十 Ya =5 
TO0,zrz0 


解 首先 将 原 问 题 改 为 规定 形式 , 即 为 


max z=5r1+ x ~ 3r3 


一 2z1 -2z +X3 委 一 1 
2 -3xzz+4z3 S10 
271 十 2XZ7 十 了 T35 =5 
2Z10,z20 


显然 其 中 = 11,2,1CI= 措 ,2,3} ,用 = 和 ,2}CT=|1,2,31,(J 一 了 帮 )= {31。 它 的 对 侦 问 题 为 


min w= YL +10y, + Sys 








一 231 十 yz 十 23y3 之 3 
-2y -3y+233 之 1 
J1 +4y +y3=—3 
nzP0,0 
根据 上 述 定义 可 归纳 为 表 2.14 所 示 关 系 。 
表 2.14 
原 问题 对 偶 问 是 
约束 个 数 m 变量 个 数 m 
变量 个 数 约束 个 数 和 
目标 函数 系数 向 量 约束 右边 向 量 | 
第 ; 行 约束 为 等 式 第 ;个 变量 为 自由 变量 
第 ;个 变量 为 自由 变量 第 j 行 约束 为 等 式 
第 j 个 变量 为 非 负 变量 第 ; 行 约束 为 “之 " 约 束 


2. 线 性 规划 对 偶 问 题 的 基本 性 质 
以 下 不 加 证 明 地 给 出 线性 规划 对 偶 问 题 的 几 条 基本 性 质 。 
1) 对 称 性 ”一 个 线性 规划 的 对 偶 问 题 的 对 偶 问 题 丛 是 原 问题 。 


2) 胃 对 侦 性 假定 下 是 原 规划 (P) 的 任 一 可 行 解 , Y 是 对 偶 规划 (D) 的 任 一 可 行 解 , 则 有 
CX<b'Y 
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3) 无 界 性 ” 若 原 问题 (对 偶 问 题 ) 为 无 界 解 , 则 其 对 偶 问 题 ( 原 问题 ) 无 可 行 解 ( 逆 命 题 不 成 
立 )。 

4) 设 针 是 原 问题 的 可 行 解 ,了 是 对 侦 问 题 的 可 行 解 。 当 CX = b'Y 时 , 义 . 了 氏 为 最 优 解 。 

5) 强 对 偶 性 ” 原 规 划 有 最 优 解 , 则 对 侦 规划 也 有 最 优 解 , 且 最 优 值 相同 。 

可 以 证 明 ,《P) 和 (D) 的 解 一 般 涪 来 共有 下 述 二 种 情况 :两 个 问题 都 有 有 限 最 优 解 ;名 两 
个 问题 都 无 可 行 解 ;@ 一 个 问题 有 无 界 解 , 另 一 问题 无 可 行 解 。 

6) 互 补 松弛 性 ”在 线性 规划 问题 的 最 优 解 中 , 若 对 应 某 一 约束 条 件 的 对 侦 变 量 值 为 非 零 ， 
则 该 约束 条 件 取 严 格 等 式 ; 另 一 方面 ,如 果 约束 条 件 取 严格 不 等 式 , 则 其 对 应 的 对 偶 变 量 一 定 


为 零 。 也 即 若 了 >0, 则 > ouz = 名 ;着 了 3ayz<6, 则 加 =0。 


7) 检 验 数 “ 原 问题 单纯 形 表 中 的 检验 数 对 应 对 偶 问 题 的 一 个 基本 解 (由 基 产 生 的 解 但 不 
满足 非 负 约束 )。 最 终 表 下 的 检验 数 对 应 对 个 问题 的 最 优 解 ,如 表 2 15 所 示 。 


表 2.15 





其 中 C- CsB 4 是 原 问题 结构 变量 下 的 检验 数 ; - CoB “是 松弛 变量 下 的 检验 数 。Y 
= CsB ,TY,= CoB 4 - C 是 对 偶 问 题 最 优 解 的 结构 变量 和 松弛 变量 之 解 值 。 
例 2.15 已 知 线性 规划 问题 
min w=27r1 +3r+5r3+27r4+3rs 
XI1+ x2 tr + rt+3r4 
2 XT +3r3 + Xx + rs3 
Ti0,j=1,2,.…,5 


已 知 其 对 偶 问题 的 最 优 解 为 y; = 邱 ，y; = 性,z = 5, 试 用 对 偶 理论 找 出 原 问题 的 最 优 解 


解 对 偶 问 题 为 
max z=4y! +3y, 
1 +2ys 2 (1) 
2 3 (2) 
py 2y1 +3y<5 (3) 
31 十 加 委 2 (4) 
33y1 +y,&3 (5) 
1 3y20 


将 yr 、y2 的 值 代入 约束 条 件 , 得 (2)、(3) 4) 为 严格 不 等 式 ; 由 瑟 补 松 廊 性 得 x; = ZX 
=x4 =0, 因 yy,y, >0, 则 原 问 题 的 两 个 约束 条 件 应 取 等 式 , 故 有 
XI 十 3z8 =4 
27r1 + =3 


求解 后 得 到 zy =1,z; = 1; 故 原 问题 的 最 优 解 为 X* =[1 0 0 0 1j iuw ”=5。 
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3. 对 偶 变 量 的 经 济 含义 一 一 影子 价格 (shadow price) 
在 单纯 形 法 的 每 步 渤 代 中 ,目标 函数 值 z = Cs B 'b 和 检验 数 Cy - CsB -IN 中 都 有 乘 子 
Y= CsB ,那么 了 的 经 济 含义 是 什么 呢 ? 
设 8 是 原 问 题 imax z= CX [AX 所 5, 羡 实 0! 的 最 优 基 , 则 最 优 值 
z"=CsB ‘bp=Y'"b 


内 此 
Dz = -1 长 
CB '=Y 
或 者 说 
2z = yi bi+ yy by 十 十 yb 
则 
dz = 
6 > 


这 说 明 原 规划 最 终 表 中 乘 子 CsB 一 方面 是 对 偶 问 题 的 最 优 解 , 另 一 方面 它 述 表示 诛 规 
划 中 各 资源 分 别 增加 一 个 单位 时 总 利润 增加 多 少 。 这 个 概念 在 西方 经 济 学 中 称 为 影子 价格 。 
如 问题 1 中 , 终 表 中 松弛 变量 下 检验 数 
[os a4 osj=[0 0 0]- Ca 有 一 [ P; 卫 4 P;,] 
一 一 CeB =[0 -1.36 —0.52] 
即 得 乘 子 CsB 一 =[0 1.36 0.52]。 它们 分 别称 为 这 个 系统 中 资源 煤 、 电 、 油 的 影子 价格 ， 
表示 煤 \ 电 、 油 各 增加 一 个 单位 时 总 利润 的 增加 值 。 事 实 上 , 当 确定 最 优 基 B 后 , 目标 函数 最 


优 值 
60 
zx” =CsB 'b=[0 1.36 0.52]|200|=428 


以 电 为 例 , 资 源 电 由 200 增加 到 201 时 ,目标 函数 值 


360 
z=[0 1.36 0.52] 加 =428+1.36 
[30 
利润 增加 1.36 个 单位 。 同 理 , 油 的 影子 价格 为 0.52, 煤 的 影子 价格 为 0。 
显然 ,影子 价格 是 约束 条 件 常数 项 增加 一 个 单位 而 产生 的 目标 函数 最 优 值 的 变化 量 , 这 说 
明 对 偶 变 量 yw 表明 了 约束 条 件 的 影子 价格 。 影 子 价格 是 针对 某 一 具体 的 约束 条 件 而 言 的 ,而 
问题 中 所 有 其 他 数据 都 保持 不 变 。 这 样 ,影子 价格 可 以 被 理解 为 目标 函数 最 优 值 对 资源 的 一 
阶 偏 导数。 另外 ,不 难 发 现 ,在 y, >0 时 ,5, 增加 后 z* 将 增加 ;在 y=0 时 ,6 的 增加 不 会 使 
z 增加。 如 在 问题 1 中 ,资源 煤 的 增加 不 会 使 利润 增加 。 
下 面 举例 进一步 说 明 影子 价格 。 . 
例 2,16 某 工厂 经 理 对 该 厂 生产 的 两 种 产品 用 线性 规划 确定 最 优 的 产量 。 根 据 产 品 的 
单位 产值 和 生产 这 些 产品 的 三 种 资源 供应 限量 ,建立 了 如 下 线性 规划 模型 ， 
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max =ri1+4z; | (产值 ) 
ZX1+37x2<90 (资源 1) 
271+Z2< 80 (资源 2) 
Z1 十 TS:45 (资源 3) 
Xi ,T2200 
对 这 个 线性 规划 用 单纯 形 法 求解 ,得 初始 表格 和 最 优 表格 如 表 2. 16。 
表 2.16 














这 说 明 最 佳 生 产 方案 为 第 一 种 产品 生产 35 件 , 第 二 种 产品 生产 10 件 ,总 产值 可 以 达到 
215。 
从 前 面 的 分 析 中 知道 ,松弛 有 变量 x;、zt， 和 zs 的 检验 数 对 应 着 对 偶 问 题 的 最 优 解 ,而 这 些 
数值 就 是 这 三 种 资源 的 影子 价格 ; 
资源 1 的 影子 价格 y= -cs=0 
资源 2 的 影子 价格 y,= 一 a,=1 
资源 3 的 影子 价格 y= 一 o;=3 
因此 这 三 种 资源 的 影子 价格 分 别 为 0、1 和 3。 
资源 1 的 影子 价格 为 零 ,说 明 增加 这 种 资源 不 会 增加 总 的 产值 。 如 何 来 理解 这 一 点 呢 ? 
可 以 把 上 述 初始 单纯 形 表 中 的 90 改 为 91 ,这 样 最 优 表 将 如 表 2. 17。 
表 2.17 











这 说明 资源 1 的 增加 不 改变 产品 方案 也 不 增加 总 的 产值 。 如 果 资源 2 增加 一 个 单位 ,从 
80 改 为 81 ,最 优 单 纯 形 表 如 表 2. 18。 
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0 -1 -3 1 z=216 


这 说 明 增 加 一 个 单位 的 资源 2 以 后 ,最 佳 生产 方案 为 第 一 种 产品 生产 36 件 , 第 二 种 产品 
生产 9 件 , 总 产值 由 原来 的 215 增加 到 216, 也 就 是 总 产值 增加 量 为 !。 当 然 ,有 了 影子 价格 的 
理论 就 没有 必要 进行 上 述 计 算 了 。 

如 果 资 源 1 和 2 没有 变化 ,而 资源 3 增加 一 个 单位 ,从 影子 价格 y; = 一 a =3 可 知 ,总 产 
值 的 增加 量 将 为 3。 和 值得 注意 的 是 ,产品 的 品种 没有 改变 ,但 是 每 种 产品 的 生产 数量 却 改变 
了 。 容 易 验 证 ,如 果 资 源 3 增加 一 个 单位 ,新 的 规划 将 是 第 一 种 产品 生产 34 件 ,第 二 种 产品 生 
产 12 件 , 总 产值 为 218。 

影子 价格 说 明了 不 则 资源 对 总 的 经 济 效益 产生 的 影响 。 因 此 ,一般 说 来 ,影子 价格 对 企业 
的 经 营 管理 能 够 提供 一 些 有 价值 的 信息 。 

在 线 狂 规划 应 用 到 经 济 问题 中 时 ,对 原始 规划 可 以 作 这 样 的 解释 :变量 可 以 理解 为 经 济 活 
动 的 水 平 ,如 产量 ,每 个 可 行 解 就 表示 -组 可 行 的 生产 水 平 。 目 标 函 数 可 以 理解 为 总 的 经 济 收 
益 ,系数 C 表示 每 种 产品 的 售 价 , 右 端 常数 项 b 可 理解 为 使 用 资源 的 上 限 ,而 矩阵 A 中 的 系 
数 可 理解 为 不 同 产品 对 各 种 资源 的 单位 消耗 ,对 这 个 线 狂 规划 求 最 优 解 就 是 在 有 限 资源 条 件 
下 谋求 最 高 的 收益 。 此 时 相应 的 对 偶 规划 中 的 最 优 解 就 是 影子 价格 。 由 于 影子 价格 是 指 资源 
增加 时 对 最 优 收 益 发 生 的 影响 ,所 以 有 人 把 它 称 为 资源 的 边际 产 出 或 者 资源 的 机 会 成 本 。 它 
表示 资源 在 最 优 产品 组 合 时 ,能 具有 的 “潜在 价值 ”或 “贡献 ”。 

影子 价格 在 经 营 管理 中 的 几 处 很 多 。 一 般 说 来 , 它 可 以 提供 以 下 几 个 方面 的 消息 ,这 里 仍 
以 例 2. 16 中 的 数字 说 明 。 

也 影子 价格 可 以 告诉 决策 者 ,增加 哪 一 种 资源 对 增加 经 济 效益 最 有 利 。 如 本 例 中 的 三 种 
资源 影子 价格 为 0,1,3, 说 明 首 先 应 考虑 增加 第 三 种 资源 ,因为 相 比 之 下 它 能 使 收益 增加 最 
多 。 

GO 影子 价格 可 以 告诉 决策 者 ,用 多 大 的 代价 增加 资源 才 是 合算 的 ,如 第 三 种 资源 每 增加 -- 
个 单位 能 使 收益 增加 3, 如 果 增 加 这 种 资源 的 代价 大 于 3 就 不 划算 了 。 

曲 告 诉 决策 者 应 如 何 考虑 新 产品 的 价格 。 企 业 要 生产 一 种 新 产品 时 ,如 果 每 件 新 产品 耗 
用 的 这 三 种 资源 数量 是 1,2,3 单 位 , 则 新 产品 的 定价 一 定 圳 大于 


1 
2 |=11 
3 


才能 增加 公司 的 收益 ,如 售 价 低 于 11 的 话 ,生产 是 不 划算 的 。 
二 使 决策 者 知道 产品 价格 变动 时 哪些 资源 最 为 可 货 , 哪 些 无 关 紧要 。 如 上 述 例子 中 ,产品 
的 售 价 不 是 (5 4] 而 是 [5 5], 则 从 单纯 形 表格 中 可 以 算出 影子 价格 将 从 [0 1 3] 改 变 为 


[0 1 3] 
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1 2 -51 
os oh 1 -1|=[0 0 5] 


-1 2 

这 说 明 如 第 二 种 产品 增加 价格 的 话 ,资源 3 将 显得 更 “宝贵 ”了 。 

@ 可 以 帮助 分 析 工 艺 改 变 后 对 资源 节约 的 收益 。 如 工艺 过 程 改进 后 使 第 二 种 资源 能 节约 
2% , 则 带 来 的 经 济 收益 将 是 3x45xX2% 二 2.7。 

以 上 的 分 析 是 有 前 提 的 , 即 最 优 解 的 最 优 基 没 有 变化 ,具体 的 分 析 还 要 结合 下 一 节 的 灵敏 
度 分 析 来 进行 。 

影子 价格 虽然 被 定名 为 一 种 价格 ,但 是 还 应 对 它 有 更 为 广义 的 理解 。 影 子 价格 是 针对 约 
束 条 件 而 言 的 ,并 不 是 所 有 的 约束 条 件 都 代表 了 对 资源 的 约束 。 例 如 上 述 规划 中 还 可 以 列 人 
一 个 产量 约束 ;两 种 产品 的 数量 不 超过 市 场 上 的 需要 量 。 这 样 的 约束 也 有 个 影子 价格 。 如 果 
这 个 影子 价格 算出 来 比 前 面 几 种 影子 价格 都 要 高 的 话 , 则 决策 者 从 中 得 到 的 信息 应 理解 为 : 扩 
大 销售 量 能 比 增加 资源 带 来 更 大 的 经 济 效益 。 


2.3.2 ”灵敏 肢 分 析 


线性 规划 方法 的 应 用 品 分 成 三 步 :第 一 步 对 实际 问题 进行 细致 分 析 ,建立 合适 的 线性 规划 
模型 ;第 二 步 求解 这 线性 规划 模型 ;第 三 步 对 已 求 出 的 最 优 解 进行 分 析 。 对 管理 决策 者 来 讲 ， 
在 求 出 最 优 解 后 ,继续 进行 第 三 步 工作 是 极为 重要 的 ,因为 在 求解 线性 规划 时 都 把 系数 4 、p、 
C 作为 确定 元 素 考 虑 。 实 际 上 ,这 些 系数 往往 是 变化 的 ,例如 市 场 条 件 变化 会 使 价格 系数 C 
改变 ,技术 革新 会 改变 系数 矩阵 4 。 所 谓 灵 敏 度 分 析 工 作 就 是 分 析 系 数 4 .5 .C 的 变化 对 已 
得 到 的 最 优 解 有 何 影 响 。 这 里 只 讨论 几 种 简单 情况 。 

1. 资源 向 量 b 的 分 量 b, 变化 的 分 析 

主要 分 析 5, 在 什么 范围 内 变化 不 影响 最 优 基 。 以 问题 1 为 例 ,考虑 电 资源 p, 在 何 范围 
内 变化 时 不 影响 最 优 基 ? 设 5, 变 为 5,+ A, 有 

360 360 
b= an b= Es 4 

00 300 
由 于 5 值 变 化 并 不 改变 检验 数 o = c - CsB -PP, 的 值 ,只 可 能 破坏 非 负 条 件 ,因此 只 要 卢 恋 
成 5 后 ,仍然 满足 非 负 条 件 , 即 有 
B ‘b>0 

则 厌 有 的 最 优 基 B 仍 是 b 变化 后 条 件 下 的 最 优 基 。 从 问题 1 终 表 中 知 ,松弛 变革 TI Ta Ts 
下 元 素 列 为 








1 0 0 
[P; P, P's]=Bi'[Ps P, Ps]=B;'I0 1 0i=87 
oe 
即 知 最 优 基 8, 的 逆 为 
站 < 和 a 
B;'=[PpP’, P’, a 0.40 


一 0.2 
-0.12 a 
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为 保持 非 负 约束 B-'5 实 0, 有 
1 -3.12 1.16]f 360 
0.40 -oa ms > 
-0.12 0.1 300 


名 3.12A>>0 


即 为 


20+0.404A 之 0 
24 -0.,124 守 0 
由 此 得 , - 50 委 4 系 27 或 150 所 5, 才 227。 
这 样 就 得 知 , 当 电 资源 在 150 至 227 之 间 变 化 时 ,原来 的 方案 中 , 基 8B,=[P;，P， Pp,] 
仍 是 最 优 基 。 
2. 价 格 系数 c 变化 的 分 析 
根据 。 对 应 的 变量 x, 在 终 表 中 是 基 变量 还 是 非 基 变 量 ,分 别 讨论 它们 的 变化 对 解 的 影响 。 
先 考虑 c; 对 应 基 变量 的 情况 。 仍 考虑 问题 1, 目 标 函数 zx= 7zy +12x,。 现 设 c, 由 7 变 
化 至 7+ 4,c: 不 变 。 由 于 c, 是 基 变量 x, 之 系数 , c, 的 变化 将 影响 各 检验 数 ,然而 并 不 破坏 
非 负 条 件 Bi'b 之 0。 
考虑 变化 后 非 基 变量 检验 数 ,有 


-3.12 ， 
ai =ci 一 CaB8 P=0-10 7 十 具 | nt | -oa 
~0.,1 


-1.16 
os =cs- Cs, Bilp;=0-[0 7+4 | -aa = -0.52+0,20A 
0.1 
为 保证 原 解 仍 是 最 优 解 , 必 使 o, 志 0,5; 志 0, 即 


-1.36-0.44 乏 0 
4 -0.52+0.20A<0 
由 此 得 
一 3.4 委 4 和 2.6 
3.6&c 9.6 


在 这 个 范围 内 ,最 优 解 不 变 。 

如 果 考 虑 5 是 对 应 非 基 变量 的 系数 , 则 问题 就 简单 得 多 。 它 的 变化 只 影响 它 所 对 应 的 检 
验 数 " 。 因 此 , 当 c 变 为 c +A 时 ,只 需 保 持 

0=c+4-CoB-1Pp=ao+4<0 

即 可 确定 不 影响 最 优 解 之 4 委 -c。 

3. 追 加 新 变量 的 分 析 

在 问题 已 求 出 最 优 解 后 又 追加 新 的 变量 (给 定 相应 的 价格 系数 和 技术 系数 ) 时 ,分 析 最 优 
解 的 变化 。 

仍 以 问题 1 为 例 ,在 问题 1 解 完 后 ,考虑 增加 新 产品 两 或 丁 ,有 关 数 据 如 表 2. 19。 问 丙 产 
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品 和 丁 产品 是 否 该 投产 。 
于 2.19 
丙 了 
煤 {t) 3 12 
电 (kW:h) 6 3 
油 (t} 8 4 
价格 (万 元 ) 10 8 


增加 丙 产 品 妓 增加 6 变量 ,cs=10,P。=[3 6 8]'。 蛛 终 表 中 基 为 B,=[P; Pp 
P,]。 它 是否 仍 是 最 优 基 ,取决 于 Xsé 的 检验 数 Geo 而 
oo =c6— Ca, B;, Pe 


下” 二 2 1.16| [3 
=10-[0 7 12],0 0.4 -0.20|16 
-0.12 0.1 8 


3 
6 
8 
这 说 明 增加 两 产品 后 , 原 最 优 基 B, = [P;，P， P, ] 仍 是 最 优 基 , 即 x =20, zx, =24,z; 
=84, zx, 三 zs 二 x6 0 为 最 优 解 ,原生 产 方案 仍 是 最 优 ,两 产品 不 应 生产 。 
考虑 增加 丁 产品 即 增加 xz, 变量 ,c; =8,P;=[12 3 4]。 同样 应 计算 zj 之 检验 数 0 。 


=10-[0 1.36 0.52] =10-12.32= 一 2.32<0 











12 
07 cr- Cs,B;' P;=8-[0 1.36 na =8—6.16=1.84>0 
4 
则 原 最 优 基 B, 已 不 是 最 优 , 按 单纯 形 法 则 应 取 zx; 为 进 基 变量 , 即 说 明 丁 产品 应 投产 。 它 投 


产 会 比 原 方案 的 收益 更 大 。 
这 个 间 题 也 可 以 这 样 分 析 , 最 终 表 中 乘 子 CaB -! = [0 1.36 0.52] ,在 经 济 上 表示 资源 
煤 \ 电 、 油 的 影子 价格 。 这 也 就 是 三 种 资源 在 系统 内 部 的 价格 。 煤 y=0, 电 y=1.36, 油 y， 
=0.52。 对 新 产品 丙 和 丁 来 说 ,每 生产 单位 丙 产 品 需 耗 煤 3、 电 6、 油 8。 按 系统 内 部 价格 , 生 
产 单位 丙 产 品 的 成 本 为 
(3x0)+(6x1.36)+(8x0.52)=12.32 
而 生产 单位 丙 产 品 收 人 是 10, 显 然 每 生产 1 个 单位 两 产品 工厂 就 得 亏损 2.32, 所 以 不 应 生产 两 产品 。 
同样 , 丁 产 品 单位 成 本 为 
(12x0)+(3x1.36)+(4x0.52)=6.16 
而 丁 产 品 每 单位 收入 为 8, 说 明 每 生产 单位 丁 产品 将 至 利 1.84, 所 以 生产 丁 产品 是 有 利 的 。 
4. 约束 算 阵 4 变化 的 分 析 
有 下 列 两 种 基本 情形 。 
(1) 非 基 向 量 列 P; 改变 为 P” 


这 种 情况 指 初始 表 中 的 中 列 数 据 改变 为 P', ,而 第 ; 个 列 向 量 在 原 最 终 表 上 是 韭 基 向 量 。 
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0 变 直 接 影响 最 终 表 上 的 第 1 列 数 据 和 第 ; 个 检验 数 。 最终 表 上 的 第 7 列 数据 变 为 
忆 ,而 新 的 检验 数 a =c 一 CoB 'P'。 

若 50,<0, 则 诛 最 优 解 仍 是 新 问题 的 最 优 解 。 若 a >0, 则 原 最 优 基 在 非 退 化 情况 下 不 再 
是 最 优 基 。 这 时 ,应 在 原来 最 终 表 的 基础 上 , 换 上 改变 后 的 第 j 列 数据 如 P 和 o' 把 x, 作 
为 换 人 变量 ,用 单纯 形 法 继续 选 代 。 

(2) 基 向 量 列 P, 改变 为 PP 

这 种 情况 指 初始 表 中 的 P; 列 数据 改变 为 P', ,而 第 ; 个 列 向 量 在 原 最 终 表 上 是 某 向 量 。 
此 时 , 原 最 优 解 的 可 行 性 和 最 优 性 都 可 能 遭 到 破坏 ,问题 变 得 相当 复杂 , 故 一 般 不 去 修改 诛 来 
的 最 终 表 , 而 是 重新 计算 。 


2.4 运输 问题 


2.4.1 运 答 问题 的 一 般 模 型 


运输 问题 就 是 研究 如 何 制定 最 合理 的 物资 调运 方案 ,使 总 运输 费用 最 低 ,运输 问题 模型 不 
仅 适用 于 物资 运输 ,也 同样 适用 于 其 他 类 似 问题 。 

运输 问题 的 一 般 模型 可 出 图 2.6 表示 。 其 中 有 nm 个 生产 地 点 (产地 ) 可 以 供应 物资, 用 
Ai(i=1,2,…,m) 表 示 。 有 个 消费 地 点 ( 销 地 ) 需 要 物资 ,用 B,() =1,2,…,n) 表 示 。 又 知 
产地 A; 的 产量 为 a, , 销 地 BB 的 销量 (需求 量 ) 为 5 ,从 A, 到 B, 的 单位 运 价 为 c 。 


41 和 AAI B, b) 

az A, 也 > 4; 

em 人 B. 6 
日 2.6 


在 运输 问题 模型 中 ， 总 产量 a 等 于 总 销量 D6 时 , 称 为 产销 平衡 问题 。 实 际 工作 中 ， 


常用 产销 平衡 表 ( 表 2. 20) 和 单位 运 价 表 ( 表 2. 21) 措 述 这 类 问题 
表 2.20 
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销 地 Bi BE ss B, 
产 地 
Al CI cis nl 
A C2 C22 Can 
Am tml Cm2 Cm 


Dr,=6 (j=1,2,%,n) (2.8) 
i=1 
Xiy20 (i=1, ,71 二 1， ,nn) 
其 中 Dar= 2 6, 
i 


显然 这 是 一 个 线性 规划 问题 ,可 以 用 单纯 形 法 求解 。 由 于 这 个 线性 规划 自身 结构 的 特殊 
性 , 它 的 系数 和 矩阵 中 每 列 只 有 两 个 元 素 为 1, 其余 均 为 零 。 因 此 ,可 以 用 更 方便 的 特殊 方法 处 
理 。 下 面 介绍 的 表 上 作业 法 就 是 解决 运输 问题 的 常用 方法 。 


2.4.2 表 上 作业 法 


表 上 作业 法 类 似 于 单纯 形 法 ,也 分 为 三 步 进行 : 

第 一 步 , 确 定 一 个 初始 可 行 调运 方案 ,常用 的 方法 有 最 小 元 素 法 ,西北 角 法 等 ; 

第 二 步 , 判 别 当前 可 行 方案 是 否 最 优 ,常用 方法 有 陆 回 路 法 和 位 势 法 ,用 这 两 种 方法 计算 
出 检验 数 ,从 而 判别 方案 是 否 最 优 ; 

第 三 步 , 方 案 调整 , 即 从 当前 方案 出 发 去 寻找 另 一 个 更 好 的 调运 方案 。 

下面 通过 例 2.17 说 明 运输 问题 表 上 作业 法 的 具体 步 又 。 

例 2.17 某 公 司 设 有 三 个 加 工厂 Al .As .As 和 四 个 门市 部 Bi 、B, ,Bs、B,。 各 加 工厂 的 产 
量 和 各 门市 部 的 销量 如 表 2.22 所 示 。 从 各 加 工厂 到 各 门 部 的 单位 运 价 如 表 2. 23 所 示 。 在 满 
足 各 门市 部 销售 需求 的 情况 下 ,如 何 进 行 调运 使 总 的 运输 支出 最 少 ? 

束 2.22 《单位 :HU 
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表 2.23 (单位 :元 /0 








解 ”第 一 步 ,用 最 小 元 素 法 确定 初始 调运 方案 。 最 小 元 素 法 的 基本 思想 就 是 ;就近 尽量 满 
足 供 应 ,从 单位 运 价 表 上 运 价 最低 的 元 素 确 定 运输 的 供应 关系 ,依次 类 推 一 直到 给 出 一 个 初始 
方案 为 止 ,具体 步骤 如 表 2.24 所 示 。 

中 在 单位 运 价 表 上 找 出 最 小 元 素 cs =1。 首 先 由 A, 尽量 满足 B, 门市 部 的 需要 ,最 大 可 
能 供应 量 zx =3, 在 方案 表 zs, 位置 上 填写 上 3 ,表示 由 A, 运 至 B, 处 3 个 单位 。 这 时 B, 的 需 
求 量 已 满足 ,在 运 价 表 中 划 去 B, 列 , 表 示 不 必 再 考虑 Bi 门市 部 。 

地 在 划 去 B, 列 的 运 价 表 中 ,寻找 最 小 元 素 cs =2, 即 出 A, 剩余 产量 首先 尽量 供应 B 门 
市 部 的 需求 。Bs 需要 5 个 单位 ,A, 最 大 可 供 1 个 单位 。 即 zx = 1。 在 方案 表 中 x 位置 上 填 
上 1, 表示 由 As 运 至 B 处 1 个 单位 ,A, 产量 已 全 部 运 出 ,在 单位 运 价 表 中 划 去 A, 行 ,表示 不 
必 再 考虑 A, 了 。 

在 运 价 表 中 没有 被 直线 划 去 的 元 素 中 寻找 最 小 元 素 cl =3, 考 虑 由 A, 供应 B, 处 需求 ， 
B, 还 需 4 个 单位 ,Ai 能 供应 B, 处 4 个 单位 , 即 六 13 =4, 在 方案 表 上 xn 位 置 上 填 上 4, 表 示 出 
Al 运 至 By 处 4 个 单位 。 这 时 B, 处 需求 已 满足 ,在 运 价 表 上 划 去 B, 列 元 素 。 

由 以 此 类 推 , 继 续 在 运 价 表 上 未 划 去 的 元 素 中 寻找 最 小 元 素 cy =4, 确 定 由 A, 供应 B 的 
最 大 量 zx;, =6。 在 方案 表 za 位 置 上 填 人 6, 这 时 B, 处 需求 已 满足 ,在 运 价 表 上 划 去 B, 列 。 

人 同样 ,在 运 价 表 未 划 去 元 素 中 寻找 最 小 元 素 cs = ,由 A, 供应 B, 的 最 大 可 能 x,, = 3， 
在 方案 表 zx 位 置 上 填 上 3。A, 产量 已 全 部 运 出 ,在 运 价 表 上 划 去 A 行 。 

@ 继 续 在 运 价 表 中 没 被 划 去 的 元 素 中 寻找 最 小 元 素 。 这 时 只 有 一 个 元 素 c,, = 10 没有 被 
划 去 ,由 Al 供应 B 处 ,供应 量 re = 3, 在 方案 表 上 zu 位 置 上 填 上 3, 这 时 A, 产量 已 全 部 运 
出 ,Bi 的 需求 量 也 全 部 满足 ,分 别 在 运 价 表 上 划 去 A 行 及 B, 列 。 此 时 运 价 表 上 所 有 元 素 全 
部 被 划 去 。 方 案 表 上 有 数 格 上 数字 zx, 之 0, 表 示 A, 往 B, 处 的 运 量 ;空格 Zs =0, 表 示 A, 不 往 
B, 处 运 。 表 2.24 中 的 方案 表 ( 一 ) 就 构成 一 个 初始 方案 。 

从 最 小 元 素 法 中 可 知 , 在 方案 表 上 每 添 一 个 元 素 , 相 应 在 运 价 表 上 曾 一 直线 。 运 价 表 上 一 
共 画 m+ n 条 直线 ,方案 表 上 就 相应 有 m + n -1 个 有 数 格 。( 添 加 最 后 一 数 时 ,相应 画 两 条 
直线 ) 很 容易 证 明 ， 2 中 的 一 基本 可 行 解 ,空格 zi 
=0 对 应 非 基 变量 ,有 数 格 ( z, >0) 对 应 基 变量 。 另 外 , 当 最 小 元 素 法 某 一 步 确 定 了 最 小 元 素 
Go, 即 确定 了 由 A, 尽量 供应 B, ,供应 量 为 z, 。 如 果 这 时 恰好 A, 产量 全 部 运 出 ， B, 的 需求 量 
也 正好 全 部 满足 , 则 应 在 运 价 表 上 同时 划 去 A、 行 和 B, 列 ,而 在 方案 表 zx, 位 置 上 填 人 运 量 , 同 
时 在 i 行 或 ; 列 的 任 一 空格 位 置 上 填 人 0, 以 保证 有 数 格 有 加 + 并 个 。 

第 二 步 ,判别 已 确定 方案 是 否 最 优 。 

表 上 作业 法 是 通过 计算 方案 表 中 空格 的 检验 数 判 断 当 前 运输 方案 是 否 是 最 优 的 ,计算 空 
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表 2.24 
方案 表 { 一 ) 
Bi B, Bi 了 Bs 
Al 内 过 
各 3 4 
wi 9 
A 3 
3 6 5 6 
B! B, Bs Ba 
Ai 7 
A 3 ] 4 
A 9 
3 6 $$ 6 
BI B,» Bi B, 
Al 4 7 
Az| 3 1 4 
As 9 
3 6 5 6 
号 Be 了 Bs 
Ai 4 
A;| 3 1 4 
As 6 9 
3 6 5 6 














PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


44 管理 科学 基础 











格 检验 数 有 二 种 方法 , 即 闭 回 路 法 和 位 势 法 。 

1. 秘 回路 法 

对 方案 表 中 每 一 空格 ,确定 一 条 由 空格 出 发 的 闭 回路 。 闭 回路 是 由 水 平 或 垂直 线 组 成 的 
闭合 图 形 。 闭 回路 上 的 顶点 除了 这 个 空格 外 ,其 余 均 为 有 数 格 。 例 如 ,在 上 述 表 2.24 确定 的 
方案 表 ( 一 ) 中 ,空格 zi 出 发 的 闭 回 路 为 


TT13 XB XU Xl 


其 中 除 zl 为 空格 外 ,其 余 均 为 有 数 格 ( 表 2.25)。 并 2 25 
可 以 证 明 , 对 每 一 个 空格 都 存在 而 且 惟 一 存在 这 样 一 条 封闭 B B B B 
回路 。 在 表 2.25 确定 的 方案 表 (一 ) 中 各 空格 的 封闭 回路 为 es 

Tu Ta3 Ta Xa Tu Az| 3 1 
TT TM Ta2 TIT As 6 3 


Tr ”3 X13 YY14 TA Tn Ty 
Xa X23 X13 X14 TT24 
TX Tu TH X33 Ta Xa TA 
TXT33 Ty TM Ta TI33 
由 各 封闭 回路 可 计算 各 空格 的 检验 数 oh 。 它 等 于 其 闭 回路 上 奇数 顶点 运 价 与 偶数 顶点 
运 价 之 负 值 的 和 ,在 本 例 中 有 
5 二 Cl 一 cc 一 ca 二 
0 二 ca 一 Cl 十 Ca 一 5C32 三 2 
202 二 CC 一 5 十 Ca 一 Cd4+cxk 一 ceo] 
24 二 C24 一 Ca3 二 ccC4 二 一 下 
Gu catcm -cuitcs— c=10 
ow%=C3 一 CC 一 YX 二 2 
式 中 cy 为 封闭 回路 顶点 zy 位 置 上 的 单位 运 价 。 这 样 得 到 了 方案 (一 ) 的 检验 数 表 (一 )( 表 2. 
26)。 
当 所 有 空格 检验 数 o; 之 0 时 , 则 当前 方案 是 最 优 的 。 若 尚 有 
某 空格 检验 数 a。< 0, 则 当前 方案 尚 可 进一步 调整 。 如 检验 数 表 
(一 ) 中 cx = -1 , 则 方案 (一 ) 不 是 最 优 方案 。 
检验 数 n, 有 了 确切 的 经 济 意义 。 以 ou 为 例 , 空 格 (zu ) 表 明 广 i 
案 (一 ) 中 Al 不 往 B 处 运送 。 现 设 由 A, 往 B 调运 1 个 单位 时 ， All0 12 
观察 总 运输 费用 的 变化 。 当 zi = 0 变 为 zu = 1 时 ,为 满足 约束 
条 件 , 必 须 在 (zu ) 处 减少 运送 1 个 单位 , (zs ) 处 增 运 I 个 单位 , (za ) 处 减 运 1 个 单位 ,这 时 
总 成 本 的 变化 量 为 
cu cstecnan-ca=1 
即 每 个 空格 检验 数 o, 表示 , 当 由 A, 往 B, 增 运 1 个 单位 时 引起 总 运输 成 本 的 变化 数 。 当 所 有 


2>0 时 ,表示 任何 一 个 空格 处 调运 1 个 单位 都 将 引起 运输 成 本 上 升 。 这 说 明 当前 方案 不 可 
能 再 改进 , 即 定 为 最 优 方 案 。 


变 2.26 
B BB RB 
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2. 位 势 法 

表 上 作业 法 得 到 的 调运 方案 对 应 于 运输 问题 线性 规划 模型 中 一 个 基本 可 行 解 。 其 中 有 数 
格 对 应 基 变 量 ,空格 对 应 非 基 变量 。 这 样 ,可 以 通过 计算 单纯 形 法 中 的 检验 数 判 别 方案 是 否 最 
优 。 单 纯 形 法 中 每 个 变量 z, 的 检验 数 


Oy = Cs -CsB 'P, 
分 析 运 输 问 题 的 线性 规划 模型 见 式 (2.8)。 它 有 m+ n 个 约束 条 件 , 则 对 应 于 可 行 基 BB 
的 乘 子 CeB “有 m+n 个 分 量 。 设 
CoB =[u Ws oo ds WV Ye vw, | 


又 知 ,系数 和 矩阵 中 每 一 列 

p.=[0 Wt 0 和 £0] 

基 变 量 (有 数 格 xz, >0) 的 检验 数 o, -0, 则 有 
oy=cs -CoB PP， 


0 
1 102) 
0 
= 一 [a “| 0 =c, (ut+v)=0 
1 i (m+j) 
0 
即 得 方程 组 (对 所 有 有 数 格 zy 洋 0) 
Ui + V, = es (2.9) 
非 基 变量 (空格 zj =0) 的 检验 数 
os=cy— CoB Pei 人 t+) (2.10) 


因此 ,只 要 确定 (wu; + wv ) 的 值 就 能 确定 非 基 变量 的 检验 数 o,。 求 解 方 程 组 (2.9) 确 定 
和 vw 的 值 , 代 人 式 (2. 10) 便 能 得 到 非 基 变 量 检 验 数 a, 的 值 。 

仍 以 例 2.17 中 方案 表 ( 一 ) 为 例 说 明 位 执法 的 计算 过 程 。 此 处 , m =3,n=4。 设 CB 
=[w， ws ws mm v3 V4], 称 ww 为 A, 处 位 势 ,mw 为 B, 处 的 位 势 。 对 已 得 的 方案 
表 ( 一 ) 中 所 有 有 数 格 ( 基 变 量 ), 有 方程 

Ul1+ v3=c13=3 
Wu2+ v3= c=2 
uz2+ v=cy=1 
uitv =cu=10 
U3 t+ Ys= cy=5 


U3+ ws = cy =4 
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上 述 方程 组 有 7 个 未 知 数 .6 个 方程 ,可 设 其 中 任 一 个 变量 为 一 定 值 。 例 如 , 设 w =0, 就 
能 依次 解 得 ui =0,v3=3, w= 一 1,v1 = 二 2,v4 二 14,us = 一 5,v2 二 9。 然 后 代入 式 (2.10), 可 
算出 各 空格 ( 非 基 变量 ) 之 检验 数 
on=cn~ (ut+vw)=1 
om%=c2w ~ (ust+v)= -1 
oa=ca— (ut+v)=10 
ga =c3- (ut+v)=12 
og = cr- (ut+v)=2 
gm= cw — (ust+ wv)=1 
把 上 述 检验 数列 成 表格 形式 , 即 得 与 用 闭 回 路 法 得 到 的 检验 数 表 ( 一 )( 表 2.26) 完 全 一 到 
的 检验 数 表 。 
用 位 势 法 计算 空格 检验 数 可 以 在 表 上 进行 ,主要 步骤 如 下 。 
1) 计 算 位 势 上 和 w, 的 值 ” 在 有 数 格 位 置 上 填 人 相应 的 运 价 c; ( 表 2.27)。 设 w=0, 在 
表 上 位 势 xi 位 置 上 填 人 0, 然 后 根据 cy = zx + wv, (有 数 格 ) ,依次 在 表 上 求 得 w 和 w 值 ,并 填 
在 相应 位 置 上 。 
2) 计 算 (w; +w,) 表 把 (zx + ww) 位 势 和 值 填 在 表 中 相应 (x, ) 位 置 上 ,并 将 有 数 格 位 置 上 
的 ;+ vw 值 加 上 括 导 以 示 区 别 , 即 构成 (w; + v; ) 表 ( 表 2.28)。 


囊 2.27 . 到 2.28 
B B B RB B B B B 
A 3 10 lu 0 Al|l2 9 (3) (ll 0 
A 1 2 uy 一 1 A | 1 8 (2) 9 lu, 一 | 
Ay 4 5 luy -5 Al-3 (4) -2 {5)[us -5 
71 vy V3 Vs Vl v2 vs va 
2 9 3 10 2 9 3 10 


3) 计 算 检验 数 表 用 单位 运 价 表 上 元 素 cy 减 去 (zx + v ) 表 上 相应 位 置 上 元 素 , 即 得 到 检 
验 数 表 ( 表 2.29) ,其 中 
os=cy — (ut wv) 
表 中 加 括号 位 置 是 有 数 格 ,不必 计算 。 它 的 检验 数 总 是 0。 


孙 2.29 
单位 运 价 表 (c) (ui + 马 ) 表 检验 数 表 (一 )(a; ) 


3 11 3 10 2 9 (3) {10) 1 2 
1 9 2 8 (1) 8 (2) 9 1 -1 
7 4 10 5 -3 (4) -2 (5) 10 12 


第 三 步 ,调整 方案 。 若 在 检验 数 表 上 有 某 空 格 的 检验 数 为 负 , 则 可 改进 方案 ,降低 成 本 。 
调整 的 方法 是 从 具有 负 检验 数 的 空格 出 发 (有 多 个 负 检 验 数 时 ,选择 绝对 值 大 的 -个 ) 沿 它 的 
闭 回路 进行 调整 , 即 在 保持 方案 可 行 的 条 件 下 ,尽量 增加 空格 上 的 运 量 。 以 上 例 中 方案 (一 ) 的 
调整 予以 说 明 ,检验 数 表 ( 一 ) 中 cx = - 1, 由 空格 (zx ) 出 发 的 闭 回路 为 ( 表 2.30) 


Ta Xl TXT13 TX Tag 
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从 表 上 易 知 ,空格 (zx ) 上 增 运 8 个 单位 ,必须 在 闭 回路 项 点 (zs ) 上 减少 8 个 单位 , (zua) 
上 增加 8 个 单位 ,(zxs) 上 减少 9 个 单位 ,才能 保持 平衡 ,构成 一 个 可 行 解 。 然 而 ,由 于 zz = 
1,ru=3, 则 空格 (zx ) 上 最 多 能 增加 9=1 个 单位 。 一 般 来 说 ,调整 量 为 闭 回路 上 偶数 顶点 格 
上 运 量 的 最 小 数 。 这 样 即 可 调整 得 可 行 方案 表 ( 二 )( 表 2.31)。 


表 2.30 表 2.31 
B, 场 PR 了 马 1 Bb Bs 
A (+0)4 3(-~8)| 了 Al 和 2 7 
如 | 3 (= 9 一 (+0)| 4 Az| 3 1 |4 
AI 6 3 | 9 A, 6 3 |9 
3 6 3 6 3 6 5 6 
方案 (二 ) 是 否 最 优 ?重复 第 二 步 计算 相 应 检验 数 ,可 得 检验 
数 表 (二 ), 如 表 2.32 所 示 。 表 上 所 有 检验 数 为 非 负 , 则 方案 {二 ) B BB B 外 
为 最 优 方案 。 “3 
需要 指出 ,在 调整 时 ,车 闭 回路 上 偶数 顶点 格 上 出 现 几 个 相同 ， A, 本 
的 最 小 数 时 ,这 样 一 次 调整 会 出 现 两 个 以 上 的 空格 。 此 时 只 允许 A ，。 12 





有 一 个 空格 ,其余 出 现 的 空格 填 上 0, 作 为 有 数 格 看 待 。 例 如 表 
2.33 表 示 某 一 运输 问题 的 一 个 调运 方案 , 若 沿 空格 (zu ) 出 发 的 闭 回路 


Xl Ta3 X23 TT 
i {人 (+ 的 pe 


进行 调整 ， 调整 莉 8=2o 调整 时 ， 空格 (zi ) 处 增 运 8=2, 即 Xl =26 而 在 (x31) (xz ) \(Xx12) 
位 置 上 减少 0=2, 则 31 =0 zx» =0 .rw =0。 这 时 必须 在 这 三 个 位 置 上 任 选 一 个 作为 空格 ， 
其 余 二 个 位 置 上 填 人 0( 表 2.24) ,得 一 个 新 调运 方案 。 











表 2.33 井 2.34 

B B B Bi B B, 

10) 20- 人) A， 2. 0 | 

me | A 0 
2 ! 7 一 - - 

me | | 

{-0) 【十 全 1 “31 6 | 
i 一 -= 





2.4.3 ”产销 不 平衡 问题 
运输 问题 中 总 产量 和 总 销量 不 平衡 时 ,可 以 增加 虚设 的 产地 或 销 地 ,把 不 平衡 问题 化 为 产 
销 平衡 问题 处 理 。 当 总 产量 大 于 总 销量 时 ， yer> Db 时 ,可 以 增加 一 虚设 销 地 B,， ,其 
销量 设 为 
b+ = = Da => 
相应 (zx) 位 置 上 的 值 表示 由 A, 运往 虚拟 销 地 B,, ,的 量 ,其 销量 5.， = Da = 3 


实际 就 是 A, 没有 运 出 去 ,在 原 地 贮存 的 数量 ,相应 运 价 ,., =0。 这 样 把 一 让 
化 为 一 个 平衡 问题 。 产 销 平衡 表 和 单位 运 价 表 如 表 2.35 所 示 。 
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B lh Bit 


Al 
A2 


(1 C2 tr fn 








Cay Ca ar 0 | 





同样 , 当 销量 大 于 产量 时 , 即 > ， > 6 ,可 增添 虚拟 的 产地 A,,,, ,产量 为 ,= > b 


= Da ,而 相应 格 上 x,, 1; 表示 由 A 运往 B, 的 量 , 实 际 上 就 是 B, 处 不 能 得 到 满足 的 数量 ， 


相应 单位 运 价 cs， =0。 这 样 也 转化 为 一 产销 平衡 问题 ,产销 平衡 表 和 单位 运 价 表 由 2, 36 所 


示 。 
表 2.36 








例 2.18 某 采 石 联合 公司 负责 供应 应 Bi 、B ,Bs 三 处 修 路 工程 所 需 的 石子 。 预 计 三 个 工程 
所 需 的 石子 量 为 72 .102、41 车 ,联合 公司 有 三 个 采 石 厂 A .As ,As ,每 个 采 石 厂 能 供应 石子 数 
为 76.82、77 车 。 各 采 石 厂 至 各 工程 地 点 之 间 每 车 石子 运费 由 表 2. 37 给 出 ,怎样 安排 调运 使 
总 运费 最 低 ? 
表 2.37 
单位 运 价 表 (单位 :元 /车 ) 


B 了 Bi 


解 采 石 公司 总 供应 能 力也 =235 车 ,而 三 个 工程 的 总 需 来 量 Db - =215 车 ,这 是 一 
个 总 产量 大 于 总 销量 的 不 平和 问题 增添 一 个 虚拟 的 工程 B ,虚拟 的 销量 为 


-Da 二 =235-215=20 车 
As 一 平衡 理 运 输 问题 ， 相应 产销 平衡 表 与 单位 运 价 表 由 表 2.38 给 出 。 
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表 2.38 


单位 运 价 表 ( 单 位 :元 /车 ) 
Bl BB B Bb 


A A 1 
Nn pe 1|4 8 8 0 
坟 Al16 24 1620 
72 102 4§ 20 > 


对 于 表 2. 38 给 出 的 平衡 问题 可 按 上 述 表 上 作业 法 步骤 ,逐步 求 得 最 优 方案 。 
例 2.19 在 例 2.18 中 , 若 预计 三 工程 所 需 的 石子 量 为 72 .102 .81 车 ,这 时 该 如 何 安排 调 
运 使 总 运费 最 少 ? 


解 公司 总 供应 能 力 仍 为 235 车 ， 而 总 需求 量 > 4 =255 车 ,这 时 成 了 一 个 总 销量 大 于 
总 产量 的 不 平衡 问题 , 则 增添 一 个 虚拟 的 产地 A, 。 虚拟 的 产量 


(PhD =255 一 235=20 车 


问题 转化 为 一 个 平衡 问题 相应 产销 平衡 表 及 单位 运 价 表 由 表 2, 39 给 出 ,可 由 表 上 作业 
法 途 步 求 得 最 优 方案 。 
囊 2.39 


A 76 
A 82 
As 77 
A 20 





2.5 ”线性 整数 规划 


前 面 讨论 的 线性 规划 中 的 决策 变量 都 是 连续 的 。 然 而 ,许多 实际 问题 中 ,决策 变量 往往 只 
能 取 整 数值 ,例如 入 数 \ 次 数 ,个 数 等 的 变量 ,把 限制 部 分 决策 变量 或 全 部 决策 变量 只 能 取 整数 
的 线性 规划 称 为 线性 整数 规划 ,简称 整数 规划 (Integer Programming) ,或 简称 IP 问题 。 线 性 
整数 规划 的 一 般 形 式 为 


六 
taax 之 二 > oz, 
二 上 
nn 
Davr,=6, (i=1,2,…,m) 
了 一 上 


xz20 (j=1,2,.,n) 
Zz; 为 整数 (部 分 或 全 部 ) 
整数 规划 一 般 可 分 成 三 类 。 
1) 纯 整数 规划 ”全 部 决策 变量 都 限定 取 整 数 。 
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2) 混 合 整数 规划 ”部 分 决策 变量 限定 取 整 数 , 即 规划 中 决策 变量 一 部 分 是 整数 变量 , 另 一 
部 分 是 连续 变量 。 

3)0-1 型 整数 规划 “不仅 限制 决策 变量 为 整数 ,而 且 只 人 允许 取 0 和 工商 个 值 。 

整数 规划 的 解法 比 线性 规划 复杂 ,通常 使 用 分 支 定 界 法 和 割 平面 法 。 这 些 方法 的 基本 思 
想 是 把 一 个 整数 规划 问题 转化 为 一 系列 线性 规划 问题 ,通过 求解 这 一 系列 线性 规划 问题 而 最 
终 得 到 整数 规划 的 最 优 解 。 限 于 篇 幅 , 本 书 对 整数 规划 的 解法 不 作 详 细 介绍 ,有 兴趣 的 读者 可 
参考 有 关 著 作 , 这 里 只 简单 介绍 几 个 0-1 整数 规划 的 实际 建 模 例子 。 

对 于 解 0-1 整数 规划 问题 的 隐 枚 举 法 (implicit enumeration ) ,本 书 同 样 不 再 做 详细 阐述 。 


2.5.1 厂址 选择 与 固定 费用 问题 


1. 厂 址 选择 问题 
某 地 区 有 xm 座 煤 矿 ,;i 号 矿 每 年 产量 为 a, t, 现 有 火力 发 电厂 一 个 ,每 年 需 用 煤 名 tt, 每 年 
运行 的 固定 费用 (包括 折旧 费 , 但 不 包括 煤 的 运费 ) 为 ho 元 。 现 规划 新 建 一 个 发 电厂 ,xm 痒 煤 
矿 每 年 开采 的 原煤 将 全 部 供给 这 两 个 电厂 发 电 用 。 现 有 几 个 备 选 的 厂址 , 若 在 ; 号 备 选 厂址 
建 电 三 ,每 年 运行 的 固定 费用 为 h ,每 吨 原煤 从 ; 号 矿 运 送 到 ; 号 备 选 厂址 的 运费 为 c, (i = 1， 
…, 姜 =1,…,n) ,每 吨 原煤 从 i 号 矿 运 送 到 原 有 电厂 的 运费 为 c(i =1,2,…,m)。 试 问 ， 
应 把 新 厂 厂 址 选 在 何 处 , m 座 煤 矿 开 采 的 原煤 应 如 何 分 配给 两 个 电厂 ,才能 使 每 年 总 费用 ( 电 
三 运行 的 固定 费用 与 原煤 运费 之 和 ) 最 小 ? 
这 样 的 选 址 问题 可 以 用 0-1 型 整数 规划 求解 。 从 条 件 可 知 ,新 建 电厂 每 年 用 煤 量 
b= Pa- 
令 决 策 变 量 
1,j 号 备 选 址 被 选中 (j =1,2,…,n) 
2 10 ,否则 
0 号 厂 。 设 z 为 每 年 从 i 号 
矿 运送 到 j 号 厂 的 原煤 数量 (i = 1,2,…,m;j =0,1,…,n)。 于 是 ,每 年 总 费用 等 于 
sD nt th 


若 ; 号 备 选 广 址 未 被 谤 中 ， 即 y=0, 那 么 ;三根 本 就 不 存在 ,这 时 zy 应 全 为 零 , 故 有 下 列 
约 东 条 件 : 


Dy (j=1,2,.…,7) 
zy20 (i=1,2,",m;j=0,1,2,.",n) 
又 因 只 需 建 一 个 电厂 , 故 还 应 有 约束 条 件 


nn 
Dy,=1 
1=1 
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于 是 ,上 述 选 址 问题 可 以 归纳 成 了 列 形式 的 整数 规划 ; 


a nn + 

3 和 
min z= 2 Dy cyry + 2 hy, + ho 

i-1 1-0 j=1 


To0 (i=1,2,.,m,7=0,1,.,n) 
=0 或 1 (j=1,2,…,n) 
2, 固定 费用 问题 
土 述 的 厂址 选择 问题 实际 上 与 下 述 固定 费用 问题 属 同 一 类 问题 。 一 个 同 定 费 用 问题 完整 
的 数学 模型 用 矩阵 形式 可 表示 为 
min z= KY + CX 
AX=b 
X<MY 
$s.1t, xX>0 
Y 为 0-1 向量 
式 中 ,KK 为 固定 成 本 向 量 ;C 为 变动 成 本 向 量 ;X 为 一 般 的 决策 向 量 ;7 为 0-1 决策 向 量 ;b 为 
资源 向 量 ;A 为 技术 系数 矩阵 ; M 的 分 量 为 相应 于 决策 变量 的 上 界 , 它 是 为 表达 当 x >0 时 ， 
多 =1 这 种 逻辑 关系 而 设立 的 ,具体 含义 在 下 例 中 详细 说 明 。 
如 某 工厂 为 了 生产 某 种 产品 ,有 几 种 不 同 的 生产 方式 可 供 选择 ,如 选 定 的 生产 方式 投资 高 
( 选 购 自 动 化 程度 高 的 设备 ), 由 于 产量 大 ,因而 分 配 到 每 件 产品 的 变动 成 本 就 降低 ;反之 ,如 先 
定 的 生产 方式 投资 低 ,将 来 分 配 到 每 件 产品 上 的 变动 成 本 可 能 增加 ,因此 必须 全 面 考虑 。 现 设 
有 三 种 生产 方式 可 供 选 择 ,其 他 的 资源 约束 表示 为 AX=&b。 今 zx 表示 采用 第 j 种 生产 方式 
时 的 产量 ;c, 表示 采用 第 ; 种 生产 方式 时 每 件 产品 的 变动 成 本 ; 翅 表示 采用 第 ; 种 生产 方式 时 
的 固定 成 本 。 于 是 生产 第 ; 种 产品 的 总 成 本 函数 可 写成 : 
Pd ;= 全 +cz zx,>0 (j=1,2,3) 
— 0 x,=0 
另 设 
二 Zz =0, 当 不 选 第 ; 种 生产 方式 (j=1,2,3) 
[1 六 >0, 当 选择 第 j 种 生产 方式 
这 样 ,初步 考虑 固定 费用 问题 可 用 如 下 模型 表示 : 


min = (ky tor) + (k,y; t esr2) + (Ry y+ csr,) 
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Ym =6b, (i=1,2,°",m) 
he | 
yy =0 或 1 (j=1,2,3) 
根据 题 意 ,应 该 有 z >0,y =1。 它 的 含义 是 , 当 生产 x, 任何 正 的 数量 时 ,都 应 交付 一 笔 
固定 费用 上 & >0; 而 当 x, =0, 则 y=0。 在 极 小 化 问题 中 ,x, =0 目 动 葡 洱 着 y =0。 因 为 x, = 
0,%y, 二 1 时 ,总 可 以 置 y=0 使 目标 函数 值 变 小 ,以 获得 更 优 的 解 ,这 样 并 未 破坏 其 他 约束 条 
件 。 然而, 当 x, >0 时 ,y=1 这 种 逻辑 关系 在 上 述 模型 形式 中 并 没有 得 以 体现 。 为 此 , 取 x， 
的 一 个 上 界 M ,使 得 x, 志 M, ,对 满足 4X 和 8 ,20 的 zx 值 都 成 立 , 并 在 上 述 模型 中 加 人 约 
束 条 件 
XMiy, ,TM y, 73 人 EM y 
则 该 问题 的 数学 模型 可 写成 


3 
mir: > 二 > (kiy, 十 cr) 
| 


3 
号 
am =b, (i=1,2,.,m) 
条 


EE 
TM,y, 
y=0 或 1 (j=1,2,3) 
例 2.20 某 地 区 有 甲乙 两 个 城镇 ,它们 每 周 分 别 产生 700 t 和 1 200 t 固体 废物 , 现 拟 用 
.三 种 方式 (焚烧 、 填 海 掩埋) 分 别 在 1.2,3 三 个 场地 对 这 些 废物 进行 处 理 (图 2.7) ,每 个 处 理 
场 的 处 理 费 用 分 为 固定 费用 和 可 变 费 用 两 部 分 ,连同 处 理 场 的 处 理 能 力 分 别 列 于 表 2.40 和 表 
2.41。 试 求 使 两 城镇 处 理 固 体 废物 总 费用 最 小 的 方案 。 
豪 2.40 


固定 费用 {元 / 周 ) 串 灾 费 用 (元 人 t} 处 理 能 力 (t/ 周 ) 





襄 2.4I 





又 设 0-1 变量 
，- | 当 第 7 个 处 理 场 被 启用 , 即 ri + +, >0 时 
0 当 第 了 个 处 理 场 不 被 启用 ,中 TI + x,, = 人 全 
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300 tv/ 疝 





图 2.7 

这 样 ,第 一 个 处 理 场 的 固定 费用 可 表示 为 3 850y1; 第 二 个 处 理 场 的 固定 费用 可 表示 为 
1 150y, ;第 三 个 处 理 场 的 固定 费用 可 表示 为 1 920y;。 这 相当 于 KY。K =[3850 1150 
1920], Y=[y 32 23。 

由 城镇 甲 运 1 + 废物 到 处 理 场 1 进行 处 理 的 总 可 变 费 用 为 运费 和 可 变 处 理 费 用 之 和 , 即 
zu 的 可 变 费 用 系数 为 12+7.5=19.5 元 At; 其 他 依 此 类 推 。 再 加 上 各 处 理 场 的 固定 费用 , 则 
总 费用 函数 为 

z=19,S5zru + 17.0x2 + 18.57T12 + 23.57z2 +21,0x1s + 18.5x2 
+3 850y, +1 150y, + 1 920y, 


约束 条 件 应 包括 下 述 儿 个 方面 。 

每 个 城镇 所 有 运 出 的 废物 等 于 它 产 生 的 废物 : 
对 城镇 甲 。 > x,, =700 (2.9) 
对 城镇 乙 D1 x2 =1 200 (2.10) 


对 各 处 理 场 ,每 个 处 理 场 可 处 理 的 废物 总 量 不 应 超过 其 处 理 能 力 ， 
对 处 理 场 1 Sa 1 000 
t=1 


2 
对 处 理 场 2 >) za 和 500 
i=1 


2 
对 处 理 场 3 2 Tal 300 


当然 还 应 有 约束 ,zj 志 0( =1,2,;=1,2,3),y =0 或 1。 

应 该 注意 ,如 果 只 有 这 些 约 束 条 件 ,再 加 上 目标 函数 求 极 小 化 ,那么 极 小 化 的 结果 必然 导 
致 所 有 的 y=0(j = 1,2,3) ,而 由 于 有 约束 条 件 式 (2.9)、 式 (2.10) ,不 可 能 所 有 的 xz, = 0。 这 
就 不 能 保证 zy 与 之 间 的 “逻辑 "关系 。 为 解决 这 个 问题 ,必须 再 加 入 三 个 约束 条 件 : 

rytro 人 My (j=1,2,3) (2.11) 
这 里 Mi; 是 一 个 充分 大 的 正 数 , 至 少 要 大 于 zu + zz 可 能 的 最 大 值 。 根 据 三 个 处 理 场 的 最 大 
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处 理 能 力 ,不 难 给 出 一 个 合适 的 M, 值 ,如 M1 之 1 000 即 可 。 
有 了 约束 式 (2.11), 则 可 保证 当 zy t+ xy >0 时 , 必 有 y=1, 则 式 (2.11) 可 以 和 其 余 三 个 
约束 条 件 合并 为 以 下 三 式 ; 
2 


2 2 
> ZISS1 000y, > zasS00y。 2， ri 300y, 
1 i=1 :=1 


这 样 完整 的 模型 为 ， 
min 之 三 19.$z1 十 17.0x» + 18.5z1 十 23 .3 区 22 +21.0x, 中 18.35zr23 
+38S0y +1 150y; +1 920y, 





1 
之 0,y=0 或 1 (i=1,2;j}=1,2,3) 

可 得 该 模型 的 解 为 
yf = 二 1,x 六 二 200 t/ 周 
》 =1,z2=500 tv 周 
3 =1T, zi=800tv 周 
X23 二 400 tv 周 

解 的 结果 如 图 2. 8。 


700 47 出 








工 他 = 3500 t7 周 


1 300 tv 周 xiL=200 tv 局 


掩埋 


2 二 400 1/ 周 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


”规划 技术 55 








2.5.2 ”多 种 类 、 多 方案 投资 决策 问题 


在 许多 复杂 的 情况 下 ,最 优 投资 方案 的 选择 可 归结 为 整数 规划 问题 。 
有 一 笔 投 资 p ,对 种 产品 投资 ,第 i 种 产品 有 mm; 个 投资 方案 。 第 i 种 产品 的 第 ; 个 方 
案 需 投资 为 p; ,相应 每 年 收益 为 M; (i =1,2,… ,上 ;j= 二 1,2,…, zm,)。 投 资 为 n 年 ,如 资金 总 
额 用 不 完 , 则 以 平均 利率 > 作为 普通 投资 (或 作 其 他 企业 投资 ) , 试 作出 最 优 投资 决策 。 
为 此 ,引入 0-1 型 决策 变量 : 
1 ,表示 选用 第 i 种 产品 的 第 j 种 方案 
0, 表 示 不 选用 第 i 种 产品 的 第 j 种 方案 


由 于 最 多 只 能 在 i 产品 的 m 个 方案 中 选用 一 个 ,并 且 总 资金 31 zx,p, 应 不 超过 力 , 则 约束 
条 件 为 加 


Ty 


人 


二 (i=1,2,.…,k) 


I 


到 


2 > pyry<p 
生年 的 投资 收益 有 两 部 分 ,一 为 所 用 投资 资金 的 收益 
fi (X)= > DE M; 
另 一 一 为 剩余 资金 的 收益 ， 剩余 资金 为 
p- > > ropy 
将 其 转化 为 普通 投资 ( 以 平均 利率 > 计算 ) , 则 剩余 资金 的 收益 为 
f(x)=(p- > Dp ES 
r(1+r)" 
式 中 ,二 zy" 一 ] 为 资金 回收 系数 。 
目标 函数 即 为 每 年 的 总 收益 


全 下 为 天 歼 拓 划 问题: 


max zz 二 > DE +(p— > Basp,) 人 


Da (i=1,2,.…,k) 
Xi 人 (i=1,2,.…,k; 71=1,2,.…,m;) 
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例 2.21 设 有 资金 550 万 元 , 拟 对 三 种 产品 投资 。 第 一 种 产品 有 2 个 投资 方案 ,第 二 ,三 
种 产品 各 有 1 个 投资 方案 ,各 方案 需 投 资 数 及 其 利润 率 如 表 2.42 所 示 。 剩 余 资 金 作为 普通 投 


资 用 ,利率 r=10% ,n=5。 问 该 如 何 作出 决策 ,以 使 收益 最 大 ? 
表 2.42 
















投资 额 站 (万 元 ) 
达到 的 利润 率 > 
解 据 题 意 可 知 ,p 三 $50 万 元 ,上 =3, m4] =2, 3222 一 713 三 1, 决 策 变量 Tll TI2sTasxta 为 


2 
Dry 一 I + zl 
=: 


ral 
ziel 





点 Re 
之 2 zapy =300x1 + 280x12 +260x2 + 2407x3 550 


目标 函数 z= f,(X) + (外 ), 其 中 
3 Mt 
fi(¥)= 之 Zs y= Miru t+ Mozy t+ My ra t+ Ma za 
这 里 M; = ps 时 汪 ,将 相应 的 参数 代入, 即 得 Ma .Mo Ma .Ms 。 而 


5 
fa(X)=[550— (300z1 +280z,, +260z2 + 240x3 ) ] 二 
问题 归结 为 求解 整数 规划 : 

max z= f,(X)+ f,(X) 
Z1 t+ ru 人 el 
Ss.t, 300z1) 十 280zr1 +260z21 十 24073 550 


Tu X12 Ta T=0 或 1 


Xl =1, x =0, xz =0, ra =1,z=23] 
2.5.3 运动 员 的 选拔 问题 


最 优化 方法 在 体育 事业 的 各 个 领域 都 有 着 广泛 的 应 用 ,如 在 很 多 情况 下 ,运动员 的 选拔 问 
题 便 可 以 归结 为 0-1 整数 规划 问题 。 以 下 以 选拔 篮球 运动 员 和 游泳 运 动员 为 例 ， 记述 整数 规 
划 在 选拔 运动 员 中 的 作用 。 

1. 篮球 运动 员 的 选拔 问题 

在 长 28 mm、 宽 15 m 的 场地 上 ,两 支 篮球 劲旅 龙争虎斗 。 谁 胜 谁 负 ,往往 取决 于 多 种 因素 。 
但 是 ,多 数 篮球 教练 却 对 运动 员 的 身高 情 有 独 钟 。 这 是 可 以 理解 的 ， 因为 复 轿 直径 只 有 45 
cm, 而 且 离 地 而 高 达 3.05 m, 致 使 投篮 的 命中 离 \ 普 蜗 和 争 抢 篮板 球 的 成 功率 无 不 与 篮球 运动 
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员 的 身高 呈正 相关 。 下面, 就 以 身高 为 主要 指标 ,讨论 篮球 运动 员 的 选拔 问题 。 
例 2.22 某 链球 队 拟 由 编号 为 1 .2、…… .6 的 6 名 预备 队员 中 ,挑选 3 名 正式 队员 ,要 求 
他 们 的 平均 身体 尽量 高 。 此 外 ,人选 队员 尚 须 符 合 下 列 条 件 : 中 至 少 有 1 名 后 卫 ; 名 2 号 和 5 
号 至 多 只 许 人 选 1 名 ;@@ 最 多 入 选 1 名 中 锋 ; 申 若 2 号 或 4 号 人 选 ,6 号 就 不 得 人 人选。 这些 预 
备 队员 的 有 关 情 况 见 表 2.43。 哪 3 名 预备 队员 应 该 入选 ? 
表 2.43 


预备 队员 编号 











， 10, 表示 不 选 j 号 预备 队员 , 
解 设 7= 1 ,表示 选号 预备 队员 (7 二 1,2,…,6),y 为 3 名 入 选 者 的 平均 身高 . 
根据 题 意 , 例 2.22 的 数学 模型 为 

max y= 记 (1.93zi+1.91zz+1.87zi+1.86zi+1.80zy+1.85zo) 


zl 十 2 十 十 53 
Xs+ re 之 1 
z+ x;l 
TI + < 
1za + zol 
Xs + rol 
Tris," ,To 二 0 或 1 
求 得 最 优 解 为 Fz， x， zx， zs ze]=[1 0 1 0 0 1], 最 优 值 为 y=1.88 m。 
由 上 述 看 到 ,在 表示 最 优 解 的 6 维 向 量 中 ,分 量 rr .zs 全 等 于 1。 于 是 可 以 断 吉 ,1 
号 ,3 号 和 6 号 预备 队员 应 该 入选 。 最 优 值 表明 ,这 3 名 入 选 者 的 平均 身高 为 1 .88 m。 
2. 游 泳 运 动员 的 选拔 问题 
4x100 m 混合 泳 接力 是 观众 最 感 兴趣 的 游泳 项 目 之 一 。 现 在 ,从 一 个 实例 出 发 ,研究 混 
人 台 泳 运动 员 的 选拔 问题 。 
例 2.23 甲乙 ,丙丁 是 4 名 游泳 运动 员 , 他 们 各 种 姿势 的 100 m 游泳 成 绩 见 表 2. 44。 
为 组 成 一 个 4x 100 m 混合 泳 接力 队 , 怎 样 选派 运动 员 , 方 使 接力 队 的 游泳 成 绩 最 好 ? 


表 2.44 
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_ |0, 表 示 i 不 参加 ; 
5 |1, 表 示 i 参加 j 
> 为 混合 泳 接力 队 的 成 绩 。 
根据 题 意 , 例 2.23 的 数学 模型 为 z 
min y=75.5ru +806.8712 + 66.0713 + 38.4x14 +05.877 +66.27» + 57.07» 


I 


+52.8xxm +67.67r3 +84.3ry +77.87r33 +59,17ry +74.0x4 + 69.4z4 
+60.8xs + 57.0x4 
Ty try, txytry,=l1 (j=1,2,3,4) 
本 +zx2t+rat+za=l1 (i=1,2,3,4) 
zs=0 或 1 (i,j=1,2,3,4) 
这 类 数学 模型 称 为 指派 问题 ,是 0-1 规划 的 特例 ,可 采用 匈牙利 法 来 求解 。 按 照 这 种 解法 
进行 计算 , 求 得 最 优 解 为 


Tu X22 Ta Tu | 0 0 1 

Ta Tz zx3 zl 00 1 0 

Tl Ta Ta XY 100 0 
3 4 1 0 


最 优 值 为 min y= 252.4 s 

不 难看 出 ,在 表示 最 优 解 的 四 阶 矩 阵 中 ,元 素 ru za za 、zx4s 篆 等 于 1。 由 此 可 知 ,选派 
甲 参加 自由 泳 . 乙 参加 蝶泳 . 丙 参 加 仰泳 、 丁 参加 蛙泳 ,可 使 混合 泳 接力 队 的 游泳 成 绩 最 好 。 并 
且 最 优 值 表 明 , 这 支 接力 队 只 消 252.4 s 便 能 游 完 全 程 。 


2.5.4 ”背包 问题 


背包 问题 是 最 简单 的 整数 规划 问题 之 一 。 它 斌 解释 为 一 个 旅行 者 ,为 了 准备 旅行 的 必 备 
物品 ,要 在 背包 里 装 一 些 最 有 用 的 东西 ,他 最 多 只 能 携带 5 kg 重 的 物品 ,而 每 件 物品 都 只 能 整 
件 携带 ,于 是 他 给 每 件 物品 规定 了 一 定 的 “价值 ”, 以 表示 其 有 用 程度 。 如 果 共 有 xm 件 物品 可 
供 选择 ,第 j 件 物品 重 a; kg, 其 价值 为 c,。 问 在 携带 的 物品 总 重量 不 超过 5 kg 的 条 件 下 ,携带 
哪些 物品 ,可 使 总 价值 最 大 。 背 包 问 题 下 用 如 下 数学 模型 表示 ， 

引信 0-1 变量 > , 设 

。 = |1 携带 第 j 件 物品 
” 【0 不 携带 第 ; 件 物 品 
则 
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Tt 
1 
max 之 二 2 a 
PE 


Ql) 和 
Ss. 清光 . 
zr,=0 或 1 
该 数学 模型 仅 受 限制 于 单个 线性 约束 条 件 , 变 量 要 求 取 0.1, 称 做 “0-1" 背 包 问 题 。 
背包 问题 去 掉 整 数 约 束 条 件 变 成 一 普通 的 线性 规划 问题 是 极 易 求 解 的 。 只 要 将 变量 按照 
它们 在 目标 函数 中 的 系数 与 约束 条 件 中 系数 之 比 的 大 小 进行 排列 。 即 按 “ 单 位 重量 的 价值 "的 
大 小 进行 排列 ,如 
Ci Eat 
2 
其 中 1 .2 …… 是 按 比值 大 小 排列 后 的 新 编号 。 在 不 破坏 约束 条 件 的 情况 下 , 取 x“, 的 值 尽 可 
能 大 ,再 根据 已 取 定 的 x 值 , 取 .x', 的 值 尽 果 能 大 ,依次 类 推 。 这 种 算法 也 称 做 " 贪 禁 算法 ” 
但 对 变量 到 整数 的 背包 问题 , 贪 禁 算法 只 是 一 种 近似 算法 . 
例 2.24 一 个 徒步 旅行 者 要 在 背包 中 选择 一 些 最 有 价值 的 物品 携带 ;他 最 多 能 携带 115 
kg 的 物品 。 现 共有 5 件 物 抽 ,分 别 重 54 kg、35 kg、57 kg .46 kg、19 kg, 其 价值 依次 为 7.5.9、 
6,3。 问 该 旅行 者 携带 哪些 物品 ,使 总 价值 最 大 ? 
解 设 
sl 携带 第 ; 件 物品 
“i0 不 携带 第 ; 件 物品 
则 有 
max z=7r1 +57, +t 9.r3 tOrst+3rs 
(S4x1 +35x1+57x3 tt46zr+197 二 115 
Ss 
lx =0 或 1 (j=1,2,.,5) 
“单位 重量 价 俏 " 由 大 到 小 的 顺序 为 


3 9、S、6、7 
5 


在 满足 约束 条 件 的 情况 下 ,应 取 敬 及 总 对 应 的 变量 x; .zi 尽 可 能 的 大 , 取 xs = 4 - 1。 
同 理 根据 已 取 定 的 x; ,zs 的 值 , 取 计 对 应 的 变量 + 尽 可 能 的 大 。0-1 背包 问题 的 最 优 解 为 


5] 2x3=1 x2=1] 4=zi=0 
类 似 背 包 问题 的 问题 还 有 工 广 下 料 问题 及 运输 货物 装载 问题 等 
习 题 
2.1 某 工 在 计划 期 内 要 安排 后 产 工 、 卫 两 神 产 品 ,这 些 产 品 分 别 需 要 在 A.B.C.D 四 种 不 同 的 设备 上 


加 工 。 按 工艺 规定 ,产品 [ 和 且 在 各 设备 上 所 需要 的 加 工人 台 时 数 及 有 关 数 据 如 去 2.45， 现 了 而 拟定 使 总 
利润 最 大 的 竺 产 计 划 ，(1) 建 立 此 问题 的 数学 模型 ;(2) 用 图 解法 求解 最 优 计 划 和 起 大 利润 。 
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一 所 需 各 峡 A 8B ¢ Dp 每 件 利润 ( 百 扰 ) 
产品 | —- 司 
[ 2 1 4 0 2 
| 2 2 0 4 3 
时限 制 | 12 8 6 2 | 
2.2 分 别 用 图 解法 和 单纯 形 法 求解 下 面 的 线性 规划 ,并 指出 单纯 形状 选 代 的 每 一 步 相 当 于 图 形 上 哪 
个 顶点 。 


max z=2zx)+ .cz 
3r1 + Sr lS 
+2.r, 寺 24 
zi， Xi20 
2.3 ”用 大 M 法 求解 下 面 的 线性 规划 : 
max z=2zx1 十 3za -5r3 
XI Tr2Tra 三 了 
0 ~ 3x1+ rl10 
| 21 ry sr 0 
2.4 某 屋 夜 服务 的 公交 线路 每 天 各 时 间 区 段 内 所 盐 司 机 和 乘务 人 员 数 如 下 ; 
班次 时 间 所 需 人 数 
6:00~10:;00 60 
2 10:00~14;00 70 
3 14:00~18;00 60 
4 18:00 22:00 50 
5 22:00~ 2:00 20 
6 2:00 一 6:00 30 
设 司机 和 乘务 人 员 分 别 在 各 时 间 多 上 段 一 开始 时 上 班 , 并 连续 工作 8 小 时 , 问 该 公交 线路 至 少 配备 多 少 名 司 乘 
人 员 。 建 立 该 问题 的 数学 模型 。 
2.5 在 解 一 线性 规划 问题 时 ,使 用 单纯 形 法 ,已 知 单纯 形 表 中 的 初 表 及 终 表 如 表 2. 46. 
表 2.46 





诸 ”地 





泪 








(1) 写 出 最 优 基 BB 和 8B !; 
(2) 填 完 终 表 ; 
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(3) 指 出 最 优 解 和 最 优 值 。 
2.6 写 出 下 列 线性 规划 问题 的 对 偶 模 型 : 
(1)max z=5r 13r 2 (dr, 
‘Sz: +zs +xi18z,=10 
4 rr 0 
x, 0,i=1,2.3,4 
(2)min z=27x1 + 223 + 4dr, 
2x1 + 3.r; + Sr 2 
rt + zr + Tr 


1] + dr» + 63 


Tl +2 宇 0 
2.7 某 电视 机 工厂 生产 四 种 型 导 的 特 用 电视 机 : 工 型 一 轻便 黑白 , { 型 一 一 正规 黑白 , 焉 型 一 轻便 
彩色 ,下 型 一 一 正规 彩色 。 各 型 号 每 台所 需 组 装 时 间 .调试 时 间 、 销 售 收 人 以 及 该 厂 组 装 调 试 能 力 如 表 2. 47 
所 示 。 







ee. 







组 装 时 间 (h) 
调试 时 间 (h) 
售 。” 价 ( 百 元 ) 

但 现在 显像管 紧缺 ,每 月 最 多 只 能 进货 180 只 ,其 中 彩色 最 像 管 不 超过 100 只 ， 令 ri ri ey .cl 依次 表 
趟 各 型 号 每 月 计划 产量 。 现 工厂 需 拟 定 使 日 标 总 销售 收入 z 为 最 大 的 生产 计划 。 

(1) 写 出 该 问题 的 数学 模型 ,对 于 约束 条 件 依 下 列 次 序 :组 装 时 间 、 调 试 时 间 .显像管 数 .彩色 显像管 数 ,并 
引信 松 邓 变量 使 之 为 等 式 ， 

《2) 用 单纯 形 法 求解 得 终 表 如 表 2.48。 








试 分 别 回答 ; 


(1) 最 优生 产 计划 是 什么 ? 是 否 还 有 其 他 最 优生 产 计 划 ? 为 什么 ? 

(2) 组 装 时 间 的 影子 价格 是 多 少 ? 

(3) 着 外 厂 可 调剂 增加 80 hb 的 调试 时 间 , 但 每 小 时 需 付 0.4( 百 元 ) ,这 样 的 调剂 值得 吗 ? 能 增加 多 少 收入 ? 

(4) 设 强 机 售 价 由 4( 百 元 ) 增 加 到 4.5( 百 元 ) ,最 优 计划 要 改变 吗 ”如 果 增 加 到 5.5( 百 元 ) 呢 ? 说 明理 由 ， 

(5) 写 出 本 问题 的 对 偶 模 型 ,并 指出 其 最 优 解 ， 

2.8 某 照 相机 厂 生产 ABC 三 种 型 号 的 产品 ,每 架 均 需 经 机 身 制造 .零件 装配 和 检验 包装 三 道 工序 
各 型 号 产品 所 各 工作 时 数 .每 月 工时 限 其 及 销售 利润 见 表 2.49。 根 据 市 场 情况 .C 型 每 月 产量 应 控制 在 150 
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架 以 内 。 现 丁 厂 击 拟定 使 总 利润 x 最 大 的 生产 计划 ， 
表 2.49 

















[时 限 长 4h) 
山 身 制造 时 间 (h) 和 7 | 2 500 
零件 装配 时 间 (hy) 2 3.5 1 | 3500 
检验 包装 时 间 (h) 1 2 3 | 1 500 
销售 利润 (元 / 架 ) 可 





(1) 写 出 此 问题 的 数学 模型 (变量 +, 、z; ,zi 分 别 表示 A,B\C 型 产品 的 月 产量 ,约束 条 件 依次 为 :机 身 制 
造 时 间 ,零件 装配 时 间 检验 包装 时 间 及 C 型 产量 )。 
(2) 表 2.50 是 用 单纯 形 法 解 此 问题 过 程 中 的 一 个 不 完全 表 , 请 将 表 完成 - 











表 2.50 
C 10 20 40 0 9 0 0 
Cy Xs 号 15 rl I2 a 和 4 rs x6 r7 
400 0 0 1 0 2 -4 
1 512.5 0 0 0 1 —1.75 4.25 
325 1 0 0 0 0.5 一 ].5 
1S0 0 L 0 0 0 ] 








检验 数 


(3) 上 表 是 否 为 终 表 ? 若是 ,请 写 出 最 优生 产 计划 、 最 大 销售 利润 及 检验 包装 时 间 的 影子 价格 。 
(4) 写 出 此 问题 的 对 偶 问 题 数学 模型 ,并 指出 其 最 优 解 。 
(5) 现 又 设计 出 DD 型 产品 ,每 架 需 机 身 制造 .零件 装配 和 检验 包装 时 间 分 别 为 6.2、2(b), 销 售 利润 为 30 
元 / 雇 , 问 是 否 应 考虑 生产 DD 型 产品 ”为 什么 ? 
2.9 设 线性 规划 问题 1 是 
max zi = CX 
AX<b 
X20 
Y" 是 其 对 偶 问题 的 最 优 解 ;又 设 线性 规划 问题 2 是 
max ~; 二 
[AXEb+k 
X>0 


式 中 天 是 已 知 党 向量 。 求 证 ;max xanax w+ Yk 
2.10 甲乙 \ 丙 三 个 工厂 生产 的 某 种 产品 产量 分 别 为 7.9.7 个 单位 ,运往 A.B.C.D 四 个 门市 部 ,各 门市 
部 需要 量 分 别 为 3.5.7.8 个 单位 。 已 知 单位 运 价 如 表 2. 51。 试 求 运输 计划 使 总 运费 最 小 。 
囊 2.51 





2.11 已 知 一 运输 问题 由 表 2.52 给 出 , 现 有 一 调运 方案 由 方案 表 2.53 给 出 。 
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(1) 所 给 方案 是 否 可 行 ” 为 什么 ? 

《2) 所 给 方案 是 否 最 优 ? 若 从 x2 空格 进行 调整 ,最 大 调整 量 是 多 少 ? 可 使 总 运费 下 降 多 少 * 

(3) 若 表 中 给 出 的 单位 运 价 换 成 单位 收 人 ,要 求 收 人 最 大 的 运输 方案 ,如 何 利用 原 表 上 作业 法 求解 。 

(4) 列 出 此 运输 问题 的 线性 规划 模型 。 

2.12 茶 服 装 厂 制 造 大 ,中 ,小 三 种 尺寸 的 防寒 服 , 所 用 资源 有 
尼龙 纺 、 尼 龙 榜 、 劳 动力 和 链 细 设备。 多 制 一 件 防寒 服 所 需 各 种 资 
源 的 数量 如 表 2. 54 所 示 ( 单 位 已 适当 给 定 )。 不 考虑 轿 定 费用 ,每 
种 防寒 服 告 出 一 件 所 得 利润 分 别 为 10、12、13 元 ,可 用 面料 尼龙 纺 
1 500 m, 尼 龙 棉 1 000 m, 劳 动力 3 500 人 ,设备 2 800 h。 此 外 ,每 
种 防寒 服 不 管 缝 制 多 少 件 , 只 要 做 都 要 支付 一 定 的 固定 费用 ,小 号 
为 120 元 ,中 号 为 150 元 ,大 号 为 180 元 。 现 欲 制定 一 生产 计划 使 
获得 的 利润 为 最 大 , 写 出 数学 模型 。 
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第 3 章 ， 非 线性 规划 


在 上 一 章 中 已 经 看 到 ,实际 中 有 很 多 优化 问题 可 以 抽象 成 线性 规划 模型 求解 。 线 性 规划 
模型 中 ,目标 函数 与 约束 条 件 都 是 决策 变量 的 线性 函数 。 但 在 实际 中 也 有 许多 优化 问题 的 数 
学 模型 不 能 完全 用 线性 表达 式 表示 。 有 目标 或 约束 中 含有 非 线性 函数 的 优化 问题 称 为 非 线性 规 
划 回 题 。 本 章 将 讨论 非 线性 规划 模型 及 其 求解 方法 。 


3.1 基本 概念 


3.1.1 非 线性 规划 问题 与 模型 


1. 非 线性 规划 问题 
在 工程 技术 和 经 济 管理 中 广泛 存在 着 非 线性 规划 问题 。 
例 3.1 (构件 表面 积 问题 ) 要 设计 一 个 如 图 3.1 所 示 的 半球 形 和 圆柱 形 相连 接 的 构件 ， 
要 求 在 体积 一 定 的 条 件 下 确定 构件 的 尺寸 ,使 其 表面 积 最 小 。 
构件 的 大 小 取决 于 其 中 圆柱 体 的 底 半 径 和 高 , 今 设 该 圆柱 的 底 半 


径 为 Li \ 高 为 入 zo 由 于 构件 的 表面 由 半球 项 面 \ 侧 面 和 辣 面 组 成 ， 因 
此 表面 积 


小 S=2nr! +2nr) Ty + mx? 
构件 的 体积 为 半球 体 和 圆柱 体 之 和 ,所 以 要 使 构件 的 体积 为 定 值 V， 
应 该 满足 条 件 


图 3.1 性 rz 十 Triwy 二 矿 


又 构件 的 底 半 径 和 圆柱 体 的 高 显然 非 负 , 故 还 要 求 
工 ] 0 9 2 
综合 以 上 分 析 , 该 构件 表面 积 最 小 化 问题 可 归结 为 如 下 数学 模型 ; 


min S=3rzr!i+2nz x, 


i 1 + mr? =V 
T1220, 7 0 

例 3.2 (生产 成 本 问题 ) 设 要 在 产量 不 低 于 某 水 平 Q。 的 条 件 下 ,使 生产 成 本 极 小 化 。 假 
设 所 考虑 的 决策 变量 为 资本 和 劳动 力 ,分 别 记 为 +, 和 x, , 则 由 经 济 学 中 的 Cobb-Douglas 生产 
函数 得 

Q=A4zT 好 

式 中 ,Q 为 产 出 产 景 ;A 为 生产 技术 水 平 ;a 和 8 为 参数 。 又 设 已 知 工资 率 为 w%, 资 本 报 一 率 为 
7Y , 则 生产 成 本 


C= Yrl + axra 
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本 问题 的 数学 模型 为 
mn C-— yr t+ wr 
[Ari zh 之 Qo 
ee 
例 3.3 (投资 决策 问题 ) 某 公司 有 x*( 之 2) 个 项 目 可 供 选 择 投资 ,并且 至 少 要 对 其 中 一 个 
项 目 投资 。 已 知 该 公司 拥有 总 资金 A 元 ,投资 于 第 i(i = 1,…,n) 个 项 目 需 花 资金 a, 元 ,并 
预计 可 收益 b; 元 , 试 选 择 最 佳 投资 方案 。 
设 投 资 决策 变量 为 
-| 并 个 上 
”10, 决 定 不 投资 第 i 个 项 目 


则 投资 总 金额 为 or ,投资 总 收益 为 bz ,因为 该 公司 至 少 蔷 对 一 个 项 目 投资 ,并 且 总 的 
投资 金额 不 能 超过 总 资金 A , 故 有 限制 条 件 
0< > at SA 


另外 ， 由 于 zx， 本 Ly ,nn) 只 取 值 0 或 1, 所 以 还 有 
zi(l—z)=0 (i=1,…,n) 
最 佳 投资 方案 应 是 投资 额 最 少 而 总 收益 最 大 的 方案 。 因 此 ,本 问题 的 数学 模型 为 


(i=1,.…,n) 





0< DJ az 人 A 
st :=1 


Ti(l-— x)=0 (i=1,.…,n) 
例 3.4( 定 位 问题 ) 某 连 锁 超市 要 选 定 一 个 配送 中 心 ,由 它 向 该 地 区 的 ”个 超市 商场 送 
货 。 假 设 该 地 的 所 有 道路 均 是 相互 平行 或 牌 直 的 (图 3.2) , 试 确定 这 个 配送 中 心 的 位 置 ,使 它 
到 每 个 商场 的 距离 不 超过 d ,日 它 到 各 商场 的 总 距离 为 最 短 。 
在 地 面 上 引进 直角 坐标 系 如 图 3.2, 设 配送 中 心 的 位 
置 为 C(zlyzz),m 个 商场 的 坐标 为 已 (al , 访 ) 人 =1)…， 
7 ), 则 配送 中 心 到 第 i 个 用 户 的 息 离 为 


[ri-a|lt+lr-b| (i=1,.…,n) 





此 问题 的 数学 模型 为 
min D= 2 [zi -a,|+|x;— b., |] ? 
Ss.t. | zi 一 |+|x;-b,|&d (i=1, ,7 ) 


2, 非 线性 规划 模型 


由 二 面 的 例子 可 以 看 出 , 非 线性 规划 问题 的 数学 模型 也 是 由 决策 变量 .目标 函数 和 约束 条 
件 三 要 素 组 成 的 ,只 不 过 模型 的 目标 或 约束 中 一 般 含有 非 线性 表达 式 。 为 了 写 出 模型 的 一 般 
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形式 , 记 涩 策 变量 针 = [x，… zx, ] ,目标 函数 A(XX) = 了 (xz ，… ,x ) ,不 等 式 的 约束 条 件 g 
( 久 ) = g (zi 0(7 二 1,… ,站 ) ,等 式 约束 条 件 hi(X)=h (rT )==0(i=1,*， 
4), 则 可 写 出 非 线性 规划 模型 的 一 般 式 为 





min f( 四 ) 
Cn 1 (i=1,",m) 
“ole (XS0 GL) 


对 于 目标 函数 为 max 了 (XX) 的 情形 ,可 通过 转化 为 min( - 了 (多 )) 的 形式 化 为 极 小 型 ;对 于 约束 
条 件 为 " 委 " 不 等 式 的 情形 ,可 通过 两 端 乘 以 * - 1" 化 为 “之 "的 形式 。 车 记 

D={XER" Rh, (X=0,i=1,.,m;g, (X20,7=1,.…, 1 
则 (NLP) 也 可 表示 为 

min f/(X) 
其 中 DD 称 为 (NLP) 的 约 东 集 或 可 行 域 。 当 D = R" 时 , (NLP) 称 做 无 约束 极 值 问题 ; 当 万 过 
R" 时 , (NLP) 称 为 约束 极 值 问题 。 


3.1.2 模型 的 解 及 相关 概念 


1. 可行 解 与 最 优 解 

约束 集 中 的 点 六 称 为 (NLP) 的 可 行 解 。 如 果 且 EDD, 对 于 任意 的 XED, 都 有 FOX ) 志 
天 X), 则 称 XX" 为 (NLP) 的 最 优 解 ,也 称 全 局 极 小 值 点 ;如 果 对 于 8D, 使 得 在 总 的 邻 域 

B(X",e)= {XI |X-X | <el 
中 的 任意 义 ED, 都 有 f(X ) 委 F(X) 则 称 X? 为 (NLP) 的 一 个 局 部 极 小 值 点 ,其 中 。>0， 
外 外 表示 = 维 向 量 的 模 ,通常 定义 为 n 个 分 量 平方 和 的 算术 根 。 

在 上 述 定义 中 ,如 果 将 不 等 号 反 向 , 则 可 得 到 极 大 值 点 的 定义 。 极 小 值 点 和 极 大 值 点 可 简 
称 为 极 小 点 和 极 大 点 。 

下 面 举 一 个 简单 例子 给 出 可 行 解 与 最 优 解 的 图 示 。 

例 3.5 考虑 非 线性 规划 问题 

min fF{X)= (zx —2) + (x, ~2) 
St. Xi+r=6 
目标 与 约束 的 图 形 如 图 3. 3 所 示 。 

由 图 易 见 ,可行 解 是 位 于 直线 xz, + zx, =6 上 的 点 , 目 
标 是 一 族 以 (2,2) 为 圆心 的 圆 ,最 优 解 是 圆 族 中 与 zx, + xz。 
=6 相 切 的 圆 的 切 点 (3,3)。 

在 本 例 中 若 将 约 东 改 为 zy + zx, 志 6, 则 可 行 解 是 位 于 
直线 zi +zz=6 左下 半 平 面 上 的 点 ,最 优 解 为 圆心 (2,2)。 
这 时 的 约束 实际 上 不 起 作用 。 

已 知 线性 规划 的 最 优 解 一 定 在 可 行 域 的 边界 (特别 是 
图 3.3 项 点) 上 达到 ,而 本 例 说 明 , 非 线性 规划 的 最 优 解 可 以 在 可 

行 域 的 任意 点 达到 。 
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2. 梯 度 、 海 赛 阵 与 泰勒 公式 
者 [ 半 ) 在 6 的 邻 域内 有 连续 一 阶 篇 导数 , 则 称 /《 和 X) 在 XX。 点 对 个 变 元 的 篇 导数 组 
成 的 向 量 为 A(X) 在 X, 的 梯度 , 记 为 VY A(Xo), 即 


af{ Xo af(¥0) 1 
VAX) = | 
梯度 的 几何 意义 是 过 ,点 且 与 A(X) 在 和 的 切 平面 珀 直 的 向 量 ,梯度 向 量 的 方向 是 函数 值 


在 该 点 增加 最 快 的 方向 。 
若 A 六) 在 X, 的 邻 域内 有 连续 二 阶 人 篇 导数 , 则 称 f( 脏 ) 在 Xo 点 对 n 个 变 苑 两 两 组 合 的 
二 阶 偏 导 数组 成 的 矩阵 为 XI) 在 , 的 海 赛 (Hesse) 阵 , 记 为 HH(X,) ,或 简 记 为 H(X,), 即 
Pf(K) ~ FAKo) 


9xi dX19 IT, | 


won- 区] 


AR) 和) 
Ch Gk 
车 A(X) 在 XX 的 邻 域内 有 连续 二 阶 偏 导数 , 则 可 写 出 FX) 在 X 的 (二 阶 ) 秦 翰 {Taylor) 
展开 式 
所 = KITTIXY KX-X) tI- XHXI XX,) 
+o( ||X- Xl’) 
其 中 ol 上 系 一 XX 上 ) 是 当 针 一 时 外 和 一 Ko 的 高 阶 无 穷 小 。 
例 3.6 写 出 A(X)=3x?+sin x; 在 X=[0 0]' 点 的 二 阶 泰勒 展开 式 。 
解 Af(XX) 显 然 有 连续 的 二 阶 偏 导数 ,其 梯度 
VI(X)= [6x COS 2 VE )=[0 1] 
其 海 赛 阵 
6 0 6 0 
H(X)= |。 — sin HK) = bs "| 
在 *, 点 的 二 阶 泰勒 展 式 为 
Xl 6 0 
rx)=0+t0 De):#rz, zl 0 
=zx,+3ri+o( | |) 
如 果 和 忽略 o( 上 系 目 ?), 则 F(X) 在 多 ,点 的 近似 表达 式 为 
f(KX)=3zrt + xr, 
3. 极 值 的 条 件 
对 于 无 约束 极 值 问题 ,可 以 利用 微 积分 中 的 知识 给 出 局 部 极 值 点 的 条 件 。 将 n(n > 1) 元 
函数 及 站) 与 一 元 函数 f(z) 的 极 值 条 件 加 以 对 比 并 妇 纳 于 天 3.1。 


J rext’) 


表 3.1 
Xo 或 xz) 是 极 小 值 点 必要 条 件 充分 条 件 
一 元 组 数 A(z) | f (ro)=0 f (x0)=0,8 Fro)>0 
nn 元 罗 数 (六) YAFCXKo)=0 VF(Xo)=0 且 末 (Xo)>0 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


68 管理 科学 基础 


其 中 的 充分 条 件 主要 依据 函数 的 二 阶 导 信息 , 互 (Xu ) >0 表示 海 赛 阵 正定 。 根 据 线 性 代 
数 的 知识 可 知 ,如 果 一 个 方 阵 的 各 阶 主子 式 均 大 于 零 , 则 可 判定 该 方 阵 为 正定 的 。 若 蕊 是 极 
大 值 点 , 则 充分 条 件 中 不 等 号 反 向 。 

利用 极 值 的 条 件 , 可以 求 一 些 无 约束 极 值 问题 的 极 值 点 。 即 先 由 必要 条 件 求 出 使 
YA 和 Xo)=0 的 点 Xo( 称 为 驻 点 ), 再 由 充分 条 件 判 断 XX 的 极 值 性 。 

例 3.7 求 FAX)=2zl1-8xi+2z 一 4z+20 的 极 小 值 点 。 


解 YAO0=| 过 小 ] -rz -8 4x2 — 4] 


dz zy 
令 Y7COGD =0, 解 得 驻 点 Jp = [2 1]", 又 HCX)= [ |, 显然 理 (X，)>0, 帮 x 是 极 


4 
0 
小 值 点 。 
4, 御 规划 
在 非 线性 规划 模型 (NLP) 中 , 若 日 标 函数 所 导 ) 是 凸 函数 ,不 等 式 约束 效 数 8 ( 瑟 ) 为 四 盯 
数 (j =1,…，,2) ,等 式 约束 函数 h,(X) 为 仿 射 浅 数 (i = 1 ,za) , 则 称 (NLP) 为 一 个 凸 规划 。 
在 微 积分 中 已 知 ,四 函数 扰 革 ) 是 定义 在 凸 集 D .上 日 满 足 对 任意 XY, ,X,E DD,a€E10,1] 有 
下 式 成 立 的 函数 ， 
flaXl+(1-— a) Xaf (XI)+(]— a)f(X,) 
着 不等式 中 严格 不 等 号 成 立 , 则 f( 关 ) 为 严格 西 函数 。 凸 函数 的 几何 形状 是 下 单 峰 , 凤 此 它 的 
局 部 极 值 点 就 是 全 局 极 值 点 。 如 果 F(X) 是 凸 函数 , 则 - f( 久 ) 就 是 四 函数 , 亲 函 数 的 几何 形 
状 是 上 单 峰 。 仿 射 函 数 即 线性 函数 , 它 既 可 看 做 是 凸 范 数 ,又 可 看 做 是 四 函数 。 仿 射 函数 的 几 
何 形状 是 平面 或 直线 。 
判定 一 个 函数 (站 ) 是 否 凸 函数 ,除根 据 定义 外 ,还 可 利用 f( 久 ) 的 导数 信息 。 在 微 积分 
中 已 知 , 若 一 元 函数 f(z) 的 二 阶 导 大 于 等 于 零 , 则 f(x) 是 是 函数。 对 于 多 元 函数 /( 鲜 ), 花 
其 海 赛 阵 了 H( 义 ) 半 正定 , 则 疙 X) 是 西 函数 。 对 于 四 函数 ( 半 ) 的 判定 ,可 化 为 一 了 A( 叉 ) 的 是 炒 
数 判定 ,也 可 直接 判定 。 若 F(X) 的 海 赛 阵 再 ( 瑟 ) 半 负 定 , 即 吾 ( 马 ) 的 奇数 阶 主子 式 均 为 非 二 
而 偶数 阶 主子 式 均 为 非 负 , 则 FA ) 为 止 函数 。 
例 3.8 判断 下 面 的 非 线性 规划 是 否 为 凸 规划 ; 
max f(X)= x +x, 
jz + < 
Ss.1. ls 0 
解 ”模型 可 写 为 
min (— A(X))= -zx, — Xz 
Bg1(X)=1- zt -x20 
lan = zx/ 守 0 
g3( 关 ) = zi > 人 0 
2 0 


FU 0 
HK) o>0H ,00=|o ) 


|>0, 
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[0 01 
LI0 0j 
说 明 - 所 于) 是 凸 函 数 ,gI() 、g2() .gs( 司 ) 是 四 函数 。 因 此 ,本 模型 是 一 个 凸 规划 。 

由 定义 不 难 推出 凸 规划 的 一 些 简单 性 质 : 凸 规划 的 约束 集 是 西 集 ; 凸 规划 的 最 优 解 集 也 是 
品 集 ;任何 局 部 最 优 解 也 是 全 局 最 优 解 ;车 目标 基数 为 严格 是 函数 ,日 最 优 解 存 在 , 则 其 最 优 解 
是 惟一 的 。 

容易 想到 ,线性 规划 也 是 一 种 凸 规划 。 


3.2 无 约束 极 值 问题 


无 约束 极 值 问题 是 非 线性 规划 的 一 种 类 型 。 它 不 仅 在 实际 中 有 应 用 ,而 且 是 研究 约束 极 
值 问题 的 基础 之 一 。 因 此 ,研究 无 约束 极 值 问题 的 求解 方法 具有 重 紧 意义 。 
无 约束 极 们 问题 的 一 般 表 达 式 为 
min fA{X) 
其 中 鲜 ER"。 当 A(XX) 为 可 微 函数 时 ,可 以 利用 极 值 的 条 件 求解 。 伺 由 条 件 了 A(X) =0 得 到 
的 常常 是 一 个 非 线 性 方程 组 ,求解 它 十 分 困难 。 因 此 ,求解 无 约束 极 值 问题 -. 般 是 采用 迭代 
法 , 称 为 下 降 类 算法 。 


3.2.1 下 降 类 算法 的 基本 步骤 与 算法 的 收敛 性 


求解 无 约束 极 值 问题 的 下 降 类 算法 的 基本 思想 是 使 f( 多 ) 逐 步 下 降 , 逐渐 趋 近 其 极 小 值 。 
选 代 的 方式 是 从 某 一 初始 点 X。 出 发 ,选取 某 一 搜索 方向 Pu , 沿 该 方向 搜索 到 下 一 个 点 X,。 
震 其 已 达到 与 最 优 解 误差 的 精度 要 求 , 则 停止 ,否则 再 沿 该 点 的 某 一 方向 Pp, 搜索 下 一 个 点 
四 ;,。 这 一 过 程 的 图 示 如 图 3.4。 方 法 的 一 般 步骤 如 下 . 

中 选取 初始 点 Xo , 令 &: =0(; = 为 赋值 等, ; =0 表示 
把 0 赋 给 变量 &) ,确定 精度 8 >0; 

名 对 于 点 XX , 计 算 立 站 (下 ), 若 上 YA)‖ <s, 则 停 
止 ,得 到 近似 最 优 解 % , 否则 转 @); 

多 从 大; 出 发 ,确定 搜索 方向 p, ; 

0 沿 P 方向 搜索 , 即 由 和 = XX + )P, 确定 搜索 步 长 
hx, 得 下 一 点 尼 141 二 和 ; + 和 Pi, 令 上 ;一 +1, 转 加 。 

在 上 述 步 驿 中 ,方向 P, 的 选 定 共 有 关键 作用 ,不 同形 式 
的 P 便 形成 了 不 同 的 算法 ,而 不 同 的 算法 所 产生 的 点 列 | X } 收 敏 于 最 优 解 六 * 的 速度 也 不 
相同 。 衡 量 算法 的 收敛 速度 , 一般 是 看 选 代 点 列 中 相 邻 两 项 与 多 * 的 路 离 之 比 的 极限 

Ip. | 
mo TX x 

当 a=1 时 ,是 然 有 8E10,1]。 如 果 0< B<1, 则 称 ; 叉 | 是 线性 收 全 的 ;如 果 8=0, 则 称 |X, | 
是 越 线性 收敛 的 。 当 =2 时, 如果 0 志 8< + co , 则 称 ; 成 j 是 二 阶 收 敏 的 ， 在 这 二 和 神 收 敏 速 
度 中 ,以 二 阶 收 和 敛 速 度 最 快 , 超 线性 收 伍 速 度 次 之 。 


H.,,(X)=H-, (X)= 之 0 
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搜索 方向 P, 确定 后 , 沿 P, 搜寻 下 一 个 迭代 点 的 工作 主要 是 由 处 = X + 4P, 确定 步 长 
Xi。 由 于 这 里 只 涉及 一 个 变 元 4 的 线性 表达 式 , 故 称 一 维 搜索 或 线性 搜索 。 

上 述 步骤 @ 中 的 上 Y 天 和 下) 和 <s 是 一 种 常用 的 收 但 准 则 ,是 基于 极 值 的 条 件 Vf(XX") 
=0 得 到 的 。 其 他 收敛 准则 还 有 | 和 ~ 自 ‖< 之 e 等 。 


3.2.2 ”一 维 搜索 


一 维 搜索 即 由 筷 = X, + XP 确定 步 长 必 ,其 方法 可 分 为 精确 方法 和 近似 方法 两 类 。 精 确 
方法 是 指 通过 求 极 值 
min f(X +AP.,) 
的 精确 值 来 得 到 相应 极 值 点 xx 。 这 样 得 到 的 % 称 做 最 佳 步 长 。 近 似 方法 是 通过 求 上 述 极 值 
的 近似 值得 到 4， 的 方法 。 常 用 的 有 不 用 导数 信息 的 分 数 法 和 0.618 法 ,以 及 用 到 导数 信息 的 
近似 最 佳 步 长 公式 等 。 
1. 分 数 法 与 0.618 法 
f(t) 分 数 法 又 称 斐 波 那 契 (Fibonacei) 法 ,是 一 种 求 一 元 函数 
< 凡 t) 近 似 极 小 点 的 试探 方法 。 其 基本 思想 是 ,出 于 f(z) 在 
包含 极 小 点 +" 的 足够 小 的 区 闻 [a ,5] 上 可 以 认为 是 下 单 峰 
的 , 故 在 [a,5] 内 任 取 二 点 < ,车 f(4)< f(z,), 则 必 
有 t+" Ela,t'j]( 图 3.5), 可 去 掉 区 间 [:, ,5]。 再 在 新 区 间 
图 3.5 La,z i 中 取 一 点 t;>t, 若 f(1,)> f(z), 说 明 1* Ef， 
t2], 可 去 掉 [t,1",]。 这 样 反复 取 点 ,比较 ,缩小 售 1* 的 区 间 , 直 至 最 后 所 得 的 区 闻 足 够 小 , 则 
其 中 任何 一 点 可 作为 :* 的 近似 值 。 
衡量 区 闻 * 是 够 小 "的 方法 有 两 种 , 即 采 用 绝对 精度 或 相对 精度 。 记 第 ”次 缩短 后 的 小 区 
间 为 [a, ,5。] ,给 定 的 精度 要 求 为 。 >0, 则 满足 绝对 精度 是 指 
(6 —a,|<e 
满足 相对 精度 是 指 
[6 — a | 
B=af 
那么 ,怎样 在 区 间 中 取 点 呢 ? 可 以 证 明 , 按 斐 波 那 契 数 构造 取 点 比例 对 称 取 点 效果 最 好 。 
这 就 是 分 数 法 。 
记 斐 波 那 契 数 的 一 般 项 为 F, 。 其 表达 式 为 
了 二 
让 =F=1 
表 3.2 给 出 F, 前 13 项 的 值 。 


<E 


表 3.2 
n 0 1 2 3 4 5 6 ?7 8 9 10 11 12 
: 1 1 2 3 5 8 3 2 3 5 8 14 233 


如 果 按 -下 :的 比例 在 区 间 中 对 称 地 取 点 加 和 + (图 3.6), 经 比较 后 去 掉 [1 ,5], 则 上 
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在 [a,t "I Rd 
(1-— 


0 

















再 按 窜 习 的 比例 在 [a,t ] 中 取 to 与 和 对称, 这样 


反复 -1 次 后 所 得 小 区 间 [ 4， ,6,,] 长 缩短 为 
ui ds Ps! 
0 天 下- 


与 原 区 间 长 之 比 为 
六 (6-a) | 
ba FF 
恰 为 相对 精度 表达 式 。 于 是 ,在 开始 时 可 由 相对 精度 疡 <: 解 出 和?。 可 将 上 述 的 分 数 六 
归纳 为 下 列 步 又 : 
OD 由 所 给 精度 6 和 记 <e 定 ni 





由 让 :的 比例 在 区 间 [e ,0] 内 对 称 取 点 =a+ (1 芷 2)(06 -a),r =a+ 如 +4( 
-a) ,比较 Pa) 和 Fe ,去掉 maxi (za), 72)1 相 应 点 以 外 的 区 册 , 得 新 区 间 [a .6,1; 

@ 在 [el, 名] 中 按 玉 汪 的 比例 取 点 ts (与 区 间 中 所 剩 的 点 对 称 ), 比较 (za ) 和 和 
minj (5 ) ,At )} ,去 掉 较 大 者 相应 点 以 外 的 区 间 , 得 新 区 间 [ a; ,5 ]; 

@ 在 [a2, 5] 中 按 二 三 的 比例 取 点 ,再 比较 ,缩短 ,直至 取 完 其, 最 后 的 小 区 间 [@,，， 


b,-1j] 中 任 一 点 可 作为 :* 的 近似 值 。 


例 3.9 用 分 数 法 求 f(+)=z? 一 t+2 在 区 间 [ -1,3] 上 的 近似 极 小 点 ,要 求 缩短 后 的 区 
间 长 度 不 大 于 原 区 间 长 的 8%。 


解 由 于 f(z)=2>0, 故 f(z) 是 严格 是 函数 ,由 广 (z) = 2 -1=0 解 得 的 1* = 十 是 极 
小 点 ， Ee 7 

: tH _- Fs_8 

由 卢 -<0. A 








13 
= -1+ (1 一 药 )[3- (~1)]=0.538, f(z11)=1.751 


t= 1+ 各 [3- (—1)}=1.462, f(z,)=2.675> f(t,) 


F, 


故 [alb]=[ 一 1,1.462] ,天 
5 


=3 
8 
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pr -3)[1.462 (1)1= -0.077 


/ty)=2.083 之 f/f(41), 故 [a;,63]=[ 一 0.077,1.462] 

依 此 进行 ,最 后 得 ts =0.538 为 近似 极 小 点 ,了 (1;)=1.751 为 近似 杖 小 值 . 

因 分 数 法 每 次 取 点 比例 都 在 变 而 计算 较 繁 ,所 以 提出 分 数 法 的 近似 方法 一 -0.618 法 。 
该 方法 与 分 数 法 的 区 别 仅 在 于 ,每 次 取 点 的 比例 都 是 定 值 0.618, 妈 每 次 区 间 内 二 点 的 位 置 均 
在 区 间 根 对 长 度 的 0.382 和 0.618 处 。 由 于 0.618 法 的 效果 也 较 好 , 且 更 加 简便 ,因而 更 易于 
应 用 。 

2. 近 似 最 佳 步 长 公式 

近似 最 佳 步 长 公式 与 用 精确 方法 求 最 佳 步 长 的 某 本 思想 一 致 ,都 是 通过 求 f( XX, + 4p,) 
关于 4 的 极 小 点 来 得 到 步 长 ,只 是 近似 最 佳 步 长 公式 先 将 A(X + 4P, ) 用 其 泰勒 展开 式 近 
似 表示 ,以 简化 求 极 值 点 的 计算 。 

设 f( 多 ) 存 在 连续 的 二 阶 偏 导数 , 则 有 泰勒 展开 式 


f(X tAP OLA KR) + TY FX) AP, + F247P, 'H(X,)P, 


对 A 求 导 , 并 令 导 数 为 0, 得 
HV /CX, )7P, +APTH(N, )P, =0 
解 得 
二 一 Y /A(X, )'P, 
P'H(X,)P, 
此 式 即 为 A 的 近似 最 佳 步 长 公式 。 当 F(X) 为 二 次 函数 时 ,此 公式 是 精确 的 。 
例 3.10 设 /E)=(z 12+(z-1)2 和 =[0 0]7,P,= -YAF(X ), 用 近似 最 佳 


步 长 公式 求 4 。 
解 V/A(X)=52(7 -1) 2(0rz-1)]T, -T/AX)=[-2 -21 
2 0 
ECO= | ,|=H(X,) 
-21 
「 -2 -| -| 


二 一 一 一 一 -一 一 一 = 


i. 
[ ji -| 
由 于 这 里 的 f( 对) 是 二 次 函数 , 故 所 求 4 是 精确 的 。 
3.2.3 ”梯度 法 与 共 粥 梯度 法 
1 .梯度 法 


梯度 法 是 一 种 求解 无 约束 极 值 问题 的 最 简单 .最 基本 的 下 降 类 算法 。 该 方法 选取 搜索 方 
向 P, 的 出 发 点 是 :怎样 选取 P, 可 使 F(X) 下 降 得 最 快 ?或 者 觉 使 
AX +AP)— (XKX,)<O 
旦 不 等 式 左 式 的 绝对 值 尽 量 大 ， 


1 
2 
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设 f(X) 有 连续 的 二 阶 偏 导数 , 则 有 泰勒 展开 式 
关系 +AP OAR )+AT FX) P, 
或 
fT(KX, +AP)- FOX AY 克也 有， 
由 于 >0, 应 使 
VfA(K) P= | VFX) N:P lecos 9<0 
其 中 8 为 向 量 Y A(X ) 和 PP 的 夹 第 。 为 使 上 式 成 立 , 应 有 0> 了 。 又 为 使 绝对 值 尽 量 大 ,应 
使 cos 6 一 一 1 革 , 即 0=xro 这 说 明 
本 一 VI(X) 
即 在 葬 , 点 所 站 ) 的 贷 梯 度 方向 是 使 Ff( 苹 ) 下 降 最 快 的 方向 。 以 负 梯 度 方向 作为 搜索 方向 P， 
的 下 降 类 算法 称 为 梯度 法 或 最 速 下 降 法 。 其 一 般 步骤 如 下 : 
QD 选取 初始 点 X,, 令 :=0, 确 定 精度 e >0; 
四 对 于 点 和 ,计算 vy 了 (XT) ,车 上 Vf ) 上 <, 则 停止 计算 ,得 到 近似 最 优 解 和 ,否则 
转 @; 
加 取 Pi = 一 Vf(X,), 沿 Pi 进行 一 维 搜索 ,得 到 1 和 下 一 点 筷 ， = 闷 + AP,; 
外 计算 V(X ,1), 置 让 :二 号 十 1 , 转 @。 
例 3.11 用 梯度 法 求 FLX)= (zi -17 关 +(zs -2 的 极 小 点 , 取 s=0.1, 初 始点 X = 
[0 0]7。 
解 VF(X)=[2(zi-1) 2(x, -1)],vVf(X)=(-2,-2) 
| YAR) NN =v (2) +(-2) =V8>s 


由 近似 最 佳 步 长 公式 求 4,: 
TT [2 -2]| -| _1 


X= -A VFR)=[0 0 -二 [2 -2]'=[1 1 
VA(XI)=[0 0 ,| YA) =0<e 


X=[1 1]'=xX: 

在 本 例 中 ,目标 少数 f() 是 同心 圆 族 。 无 论 初始 点 选 在 何 处 , f( 多) 在 该 点 的 负 梯 度 方 
向 总 是 指向 圆心 ,而 圆心 就 是 极 小 点 , 故 沿 负 梯度 方向 搜索 一 步 便 可 得 极 小 点 。 

但 对 于 一 般 的 函数 , 若 每 次 迭代 均 采 用 负 梯 度 方向 , 则 由 于 这 些 方向 是 彼此 正 交 的 ,很 可 
能 形成 开头 几 步 函数 值 下 降 较 快 ,但 后 来 便 产 生 直角 锯齿 状 的 “拉锯 "现象 ,收敛 速度 很 慢 。 事 
实 上 可 以 证 明 ,梯度 法 是 线性 收敛 的 。 为 了 加 快 收 伍 速 度 , 在 梯度 法 的 基础 上 又 发 展 出 了 一 些 
改进 的 方法 。 

2. 共 斩 梯 度 法 

首先 说 明 共 罗 和 共 斩 方向 的 概念 。 
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设 四 与 了 均 为 n 维 向 量 ,4 是 n 阶 对 称 正定 阵 ; 车 关 "AY =0, 则 称 叉 与 Y 关于 A 共 
示 。 当 A= 了 , 则 多 与 7Y 正 交 。 关 于 共 示 , 有 下 述 重 要 性 质 。 

@ 若 2 个 非 零 维 向 量 P1、……、P, 关于 A 共 斩 , 则 P  ……、 卫 , 线性 无 关 。 事 实 上 ,只 
需 考虑 a, P, + …+ a,P, 一 0,a,€R' ,两 边 分 别 左 于 P; 4 (i 一 1,…,n), 则 有 a,P,'AP, =0， 
而 A 正定 , 即 P.,' AP., >0, 故 xi =0, 说 明 下 、 卫 ,线性 无 关 。 这 一 性 质 也 说 明 不 可 能 存 
n+1 个 nn 维 向 量 关于 A 共 棺 。 

@ 若 非 零 = 维 向 量 P,、……、P, 关于 五 共 罗 , 则 以 五 为 二 次 项 系数 阵 的 二 次 函数 了 (多 ) 


= 方 XTHX + CTX 沿 Pi………、P,( 称 为 共 统 方向 ) 进 行 精确 一 维 搜索 ,至 多 经 ”次 便 可 得 极 


小 点 。 

这 一 性 质 说 明 采 用 共 箔 方向 作为 搜索 方向 ,对 二 次 函数 求 极 小 可 以 有 上限 步 终止 。 这 是 一 
个 很 好 的 性 质 ( 称 为 二 次 终止 性 ) ,由 此 可 构造 二 次 函数 的 共 罗 方 向 算法 。 共 辆 方向 算法 用 于 
二 次 了 消 数 时 均 具 有 二 次 终止 性 。 由 于 一 般 函 数 在 一 点 附近 的 性 质 往往 与 二 次 函数 很 相似 , 因 
此 共 恩 方向 算法 一 般 也 可 用 于 其 他 非 线性 函数 ,并 且 至 少 是 线性 收敛 的 。 下 面 给 出 一 种 较 著 
名 的 共 示 方 向 法 一 一 共 示 梯 度 法 。 其 一 般 步骤 如 下 ; 

选取 初始 点 Xo , 今 &:=0, 确 定 精度 >0; 

@ 取 P= -YAF(X); 

对 天 ,求解 min (六 + AP,), 得 4 和 成 ,= 成 上 + AP,; 

@ 若 上 VA(%41) <e, 停 止 ,%,1 一半" ,否则 , 若 六 <n 一 1, 转 @, 若 =n -1, 重 置 祁 ， 
= X, , 转 吕 ;( 这 里 重 轿 的 原因 是 由 于 计算 中 的 舍 人 谋 差 可 能 造成 n 步 未 终止 。) 

名 取 严 : = Vf(XRr) +AP, , 令 天 :一 二 二 1 , 转 图 ,其 中 

8 Vf(R) Vf(OR+) 
~ VfCX) VFOX) 

可 以 证 明 , 按 此 方向 构造 的 P, 是 关于 H 共 郝 的 ,并 且 有 PTV 了 (XX,,,)=0。 


当 /(X)= 地 XTHX+CTX,V/(X)=HX+C 时 ,有 


Vf(Xi+1) — VfAX)= HE, -XX.)=H(X, + AP; -XX) = HP, 
两 边 同 时 左 乘 P," ,有 

-P:' Vf(X,)=AP,'HP, 
从 而 有 


= -Pb, Vf(X,) 
4 二 一 一 


P." HP, 

例 3.12 求 f(X)= 子 如 + 才 召 -zizi-2zi 的 极 小 点 , 取 X,=[ -2 4 
el 3 -11Tzi 则 TI 

n 100 ol 5 Jr oa] 


Vf(X)=[3x,— zx, -2 ya 一 Xi] 
VAXo)=[-12 6] ,Po= -YX)=[12 -6] 
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= 二 Po Vf(Xo), -sl | 
PHP ~ 71 sl | 17 


和 
X=Xo+apo=[-2 4F+ 方 [2 -61'=| 竺 汽 | 





wey- 阳 着 


6 
罗 中 | 
17 17J|12 
_VICXITVYAXD) 行 | 1 
TFET FX,) fe 本 285 
6 





bo 


P=-VAX)+BPo= -| 名 攻 |+ 南 [2 -9=[- 蝎 -总 ] 


17 1 
_-P vf(X) 17 T 
Mprip, 10'X=X +A P=[1 1 


由 于 VC )=[0 0]', 故 =f1 1]? 即 极 小 点 ,计算 经 两 步 终止 。 
3.2.4 和 牛 天 法 与 拟 牛 天 法 
1. 牛 顿 法 
设 f( 和 ) 具 有 连续 的 二 阶 偏 导数 ,由 泰勒 公式 , f( 叉 ) 可 以 近 侯 地 表示 为 
FR)=fR) +t TAR) KX) + XX) HX (XX) 
从 而 
VfA(X)= VHX) +H(X)(R-—X) 
当 f( 站 ) 为 二 次 函数 时 ,上 式 为 精确 表达 式 。 
取 多 ,使 F(X) 达 极 小 ,应 及 了 (%, 1)=0, 即 
Vf(X) + HK) (KR, ~X,)=0 
当 H(X,) 可 递 , 可 解 得 
X= -HX ) VI(R) 
记 P= ~H(X) !Vf(XX), 称 为 牛顿 方向 。 
由 上 述 分 析 可 知 , 对 于 正定 二 次 函数 (XX) ,采用 牛顿 方向 作 搜索 方向 , 步 长 取 为 1, 从 任 
意 点 X 出 发 一 步 即 可 得 极 小 点 。 对 于 一 般 函 数 F(X) ,在 一 定 条 件 下 ,也 可 采用 牛顿 方向 ,所 


形成 的 算法 称 为 牛顿 法 。 其 一 般 步骤 恕 下: 
QD 选取 初始 点 0,&: =0,e >0; 


反对 无, 车 上 VAX ) <e, 则 停止 ,否则 转 @; 
SB 取 P= 一 卫 (X) Vf 且 ), 由 minf(Xi+2P,) 求 出 A sR 二 六， + AP,; 
@ 计 算 Yf( 台 ,1), 置 有 := 上 +1, 转 全 。 
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可 以 证 明 , 当 一 维 搜索 是 精确 的 ,牛顿 法 为 二 阶 收敛 。 尽 管 该 算法 具有 收敛 速度 快 的 优 
点 ,但 也 存在 一 些 不 足 。 首 先是 它 对 函数 (多 ) 有 较 多 的 要 求 , 如 要 求 (XX) 的 二 阶 导 存在 且 
其 海 赛 阵 是 正定 的 ,以 保证 逆 阵 存在 且 所 构造 的 搜索 方向 是 使 (天 ) 下 降 的 ;其 次 计算 海 赛 阵 
的 道 阵 的 工作 量 也 可 能 较 大 。 

因此 ,在 牛顿 法 的 基础 上 加 以 改进 ,设法 构造 一 个 矩阵 五, 代替 牛顿 方向 中 的 再 (X, ) 1， 
使 于 满足 :DH 只 用 到 了 (X) 的 一 阶 导 信息 ;@H 正定 ;@ 随 着 的 增 大 , 责 充分 接近 于 
H(X" )”“。 称 于 为 尺度 阵 。 由 于 它 每 次 都 在 变 , 故 称 以 五, 代替 牛顿 法 中 的 再 (和 ) :的 算 
法 为 变 尺 度 法 。 

2. 拟 牛顿 法 

拟 牛 顿 法 是 尺度 阵 球 满足 入 一 息 _1 = 本 ( 了 Vf(X,) -了 了 fF( 天 .1) 的 一 类 变 尺度 法 。 它 
一 般 是 超 线性 收 化 的 。 现 介绍 一 种 著名 的 所 牛顿 方法 一 一 DFP 法 。 它 是 由 Davidon(1959) 提 
出 的 ,后 经 Fletcher 和 Powell(1963) 和 修改 及 整理 而 成 的 。 其 一 般 步 骤 如 下 : 

中 选取 初始 点 球 和 初始 对 称 正 定 阵 各 ,可 取 了 ,= Dk:=0,e >0; 

四 对 不 ,车 1 YA 和 总) 上 <e, 则 停止 ,否则 转 @; 

@ 取 P, = ~ HVvf(X,), 
AR AN 加 Hi-1AG,_ AG 于 
AN "AG! AGE TAG 
其 中 AR = 天 一生 -1,AGs-1 二 了 7 用 知 ) -六 (XX,-1), 沿 P 进行 一 维 搜索 ,得 和 六， 
=X, + AP,; 

@ 计 算 vV A 多, ), 置 k:=k+1 , 转 @。 

可 以 证 明 , 当 f/(XX) 为 二 次 函数 时 ,DFP 法 是 共 固 方 向 法 , 且 具 有 一 次 终止 性 。 


例 3.13 用 DFP 法 计算 f(X)= 子 zx?+ 才 x 一 zz -2z， 的 极 小 点 , 取 =[-2 4]T。 


球 = 球 -二 


解 A(X)=3#[z zl -| |+[-2 ol | 


Tl TL] 

2 XT 
Vf(X)=[3z, -zx, -2 zz-xzir,V(EKo)=[-12 6 
Pi= -HVAX)= -| [6]=[ .n=[ 3 | 


0 1:: 6 
沿 Po 一 维 搜索 , 由 共 乞 方向 最 佳 步 长 公式 可 得 


-vx [LL | | | 


1 1 
oe i -0 2 一 


人 一 | 十 一 | 一 了 3 NE 26 38 


4o 


wo-[$ 8 
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90 1T 
Axo=X -X= [8 -3] ,A6o= v7X)- VAX)=[ 害 - 右 | 
AXoAXor HoAGo AGyT Ho 


i T 
AXoAG, AGo'HoAG, 








210 本 
[多 -| 名 -和 di， 
i 17:| 9% 17 TYJ0 1 9 
17 17 
_1 bs | 
2861241 891 , 
6 2 
es ul | 这 | _ | 
986L241 8911112 21 
1 9 


沿 P, 一 维 搜索 ,由 共 顽 方向 最 佳 步 长 公式 


2 
17 17J121 
_ -YAX) PP: _ 20 _29 


A 
! Pp,' HP, 17 
[ 务 扩 ][ 9 
5 务 | 


X=X.+AP 一 [1 1] 
Vf(X;)=[0 0]', 故 X=[1 1]' 是 极 小 点 。 


3.3 约束 极 值 问题 


约束 极 值 河 题 是 更 一 般 的 非 线 性 规划 类 型 ,有 广泛 的 实际 背景 。 它 的 一 般 表 达 式 为 
min f(X) 
(NLP) s.t. R(X)=0 (i=1,*…,m) 
8 (KX)20 (j=1,.…,17) 
记 其 约束 集 为 DD, 也 可 将 其 表示 为 
(NLP) min f(X) 





次 规划 ,最 后 给 出 一 般 的 约束 极 值 问题 的 一 类 求解 方法 一 一 罚 函 数 法 。 
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3.3.1 最 优 性 条 件 


最 优 性 条 件 即 最 优 解 的 条 件 , 包 括 必要 条 件 .充分 条 件 或 充 要 条 件 。 研 究 最 优 性 条 件 对 于 
算法 设计 及 解 的 理论 分 析 等 具有 重要 意义 。 
.1. 基 本 概念 与 性 质 
(1) 起 作用 约束 
对 于 点 四 ED, 在 六 ,点 等 王 零 的 约束 称 为 对 X 起 作用 的 约束 ,而 在 买点 不 等 于 零 的 
约束 称 为 对 X。 不 起 作用 的 约束 。 
Ko 的 起 作用 约束 包括 全 体 等 式 约束 (入 )=0(; =1,…,m) 和 满足 g (Xo)=0(jEJC 
生 ,… ,的 不 等 式 约束 g,( 钱 ) 实 0(j EJ 了 )。 几 何 意义 是 X, 位 于 这 些 约 东 的 边界 上 。 XX。 的 不 
起 作用 约束 包括 使 g, (Xo。) >0() EJ) 的 不 等 式 约束 g, (多 ) 守 0(; Ej)。 几 何 意义 是 X 位 于 
这 些 约束 的 内 部 。 
(2) 可 行 下 降 方向 
方向 PER" 在 点 Xo€ 了 D 称 为 是 可 行 的 ,是 指 存在 正 数 1。 ,使 对 一 切 AE[0,461] 都 有 XX。 
+APEDiP 在 X 是 下 降 的 ,是 指 对 处 ,+ APED, 有 
f(Ro tAP) -fF(X)<O 
显然 ,如 果 站 "是 (NLP) 的 极 小 点 , 则 在 六’ 不 存在 可 行 下 降 方向 。 
(3) 可 行 下 降 方 向 的 条 件 . 
由 于 等 式 约束 h,( 足 ) =0 可 以 化 为 用 两 个 不 等 式 约束 有 (多 ) 实 0、- 有 hh,(XX) 这 :0 来 表示 ,所 
以 有 时 在 讨论 约束 条 件 时 可 只 考虑 不 等 式 约束 g, {处 ) 实 0。 
由 可 行 下 降 方 向 的 定义 , 某 方向 P 在 X, 点 若 满 足 
ie (j=1,.…,1) 
f(Xo +AP)}~ f(X,)<0 
则 P 是 XX 的 可 行 下 降 方 向 。 由 泰勒 公式 
BKXotAP)Ag (XO) tAVE (XO P (j=1,.,1) 
f(Xo tAP)- f(XOLAV FAK)TP 
其 中 》 是 足够 小 的 正 数 (可 保证 环 , + 4PE DD)。 不 难看 出 ,只 要 
0 }'P>0 
Vf(Xo)' P<0 
便 可 保证 P 是 可 行 下 降 的 。 这 可 作为 P 可 行 下 降 的 充分 条 件 。 其 几何 意义 是 , P 与 
Va,(Xo) 夹 锐角 ,同时 了 与 -Vf(X,) 也 类 锐角 。 由 此 可 知 ,如 果 在 X, 不 存在 可 行 下 降 方 
向 , 则 一 定 不 存在 P 同时 与 Vg (X,) 和 一 六 了 (XX,) 夹 锐角 。 
2. 最 优 性 条 件 (K-T 必要 条 件 ) . 
仍 先 考 虑 只 含有 不 等 式 约 束 的 (NLP)。 设 了 (不) 与 g (四) 均 为 连续 可 微 函数 ,多 * 是 
(NLP) 的 最 优 解 。 
如 果 义 " 是 DD 的 内 点 , 即 约束 对 X* 是 不 起 作用 的 , 则 由 无 约束 极 值 问题 的 极 值 必要 条 
件 , 有 YA(X"*)=0。 如 果 四 "是 某 一 个 约束 g, (XX) 实 0 的 边界 点 , 即 g1( 义 ) 之 0 对 叉 * 起 作 
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用 , 则 必 有 gi(X" ) 与 ~ Vf(X" ) 反 向 (图 3.7) ,否则 必 有 P 、 
与 二 者 同 夹 锐角 , 即 P 是 X' 的 可 行 下 降 方向 ,矛盾 。 故 -TSAN gi(X) 
Vgi(X") 与 A(X* ) 同 向 , 即 存在 7 之 0, 使 Vf(X*)= 7 六 
Vgi(X* )。 如 果 XX" 位 于 某 两 个 约束 gi (XX) 守 0 和 g,(X) 实 0 A 

的 交点 , 即 g (多 ) 实 0 和 g, (XX) 实 0 均 对 多 “起 作用 , 则 必 有 

Vf(X' ) 位 于 Vgi(X"' ) 和 Vg,(X' ) 的 夹 角 内 部 (图 3.8), 否 则 

也 会 有 PP 与 ~Vf(X' ).Vgi(X"*) 和 Vg,(X" ) 同 夹 锐角 , 邵 存在 可 行 下 降 方向 P, 矛 盾 。 
故 有 2 和 Y; 使 得 下 式 成 立 : 


图 3.7 


VAX )=7Y: VE(X" )+Y2Y gs(X") 

71, 720 

i 依 此 类 推 ,车 闫 "点 起 作用 约束 为 g,( 羡 ) 守 0,j€J, 则 有 
V A(X)= 2 Ve (X") 
y»20,jES 

或 表示 为 


Vf(X')= Dy, Vg,(X’) 
j-1 


pg2(X) 





Ysg,(X )=0 (7=1,",1) 
yy20 GQ=1,,1) 
其 中 的 条 件 y,g, (多 " )}=0 是 为 了 在 梯度 组 合式 中 去 掉 不 起 作用 约束 , 称 为 松紧 条 件 。 这 时 还 
要 求 六 “点 名 起 作用 约束 的 梯度 线性 无 关 。 
对 于 {NLP) 中 含有 等 式 约束 的 情形 ,可 将 等 式 约束 化 为 用 两 个 不 等 式 约束 表示 ,并 利用 上 
述 讨论 结果 , 便 得 到 下 面 的 最 优 性 必要 条 御 , 即 著名 K-T(Kuhn Tucker) 条 件 。 
定理 3.1(K-T 条 件 ) 设 X* 是 (NLP) 的 最 优 解 , 且 在 多" 点 各 起 作用 约束 的 梯度 
YA )(i=1,…,m) 和 Vg,(X"),jEJ 线性 无 关 , 则 存在 向 量 A' =[A: … 4*] 和 和 
了 =[ … 7Y/ ] 使 下 式 成 立 : 


(TAX )= Dar THX) + Vy vg (xX') 
:=1 J=1 


] 8 (下 )=0(7=1,.…,7) 
六 30 (j=,0) 
K-T 条 件 中 的 AY > 和 7 、Y7 称 为 广义 拉 格 朗 日 (Lagrange) 乘 子 或 K-T 
乘 子 。 满 足 K-T 条 件 表达 式 的 可 行 点 称 做 K-T 点 。 可 以 证 明 ,K-T 条件 对 于 凸 规划 是 充 要 
的 。 因 此 ,对 于 西 规划 ,可 通过 求 K-T 点 来 得 到 最 优 解 。 
例 3.14 利用 K-T 条 件 求解 下 面 的 非 线性 规划 : 
min AX)=(r—3) 
Ss.t.0<zr5 

解 ” 原 问题 可 写 为 
min f(X)= (zr—3) 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


80 管理 科学 基础 





st.gi( 半 )=z20 
gi(X)=5- zx20 


计算 目标 和 约束 函数 的 海 赛 阵 
0 01 
(Xx)=| ,|>0.H, (X)=H, (X)= 6 0js0 


即 f( 久 ) 为 同 函 数 ,g, (站) 和 g,《X) 均 为 是 函数 ,此 问题 是 凸 规划 。 
VAX)=2(7 -3),Vgi(K)=1,Vg(X)= ~1 
K-T 条 件 表达 式 为 
2{rz -3)- Yi+Y,=0 
Yr=0 
7Y(5- x)=0 
六 70 
为 解 此 方程 组 ,可 分 几 种 情况 考虑 ; 
亿 7 天 0 且 y, 关 0, 无 解 ; 
@Y, 取 0 且 7 =0, 解 得 z=0,7y = 一 6, 不 是 K-T 点 ; 
名 71=0 且 7, 翅 0, 解 得 z=5,yY,= 一 4, 也 不 是 K-T 点 ; 
@7Y, = 思 =0, 解 得 zx=3, 满 足 约束 ,是 K-T 点 。 
出 于 此 六 题 为 凸 规划 , 故 xz" =3 是 最 优 解 ,相应 最 优 值 FLr” ) =0. 
例 3.15 考虑 下 面 的 非 线性 规划 ， 
max 大 在 )=jn(zri 二 1) 二 xs 
27i + xi3 
> 
验证 它 为 凸 规划 ,并 用 K-T 条 件 求解 。 
解 ” 原 问题 可 写 为 
min f(X)= -ln(tzx, +1)- zx, 
S.t.g1(X)=3-—27r, 一 TO0 
(RR)= 0 
Bg3(¥)= .rc,20 
计算 自 标 和 约束 函数 的 海 赛 阵 
1 
wo0- mT 0 Oo0=| 区 
0 0 


故此 问题 是 凸 规划 。 


一 1 了 
V0= [a 71) Va) LE2 1], Vga(X) = O01, Ves(x) 


=[0 1] ,K-T 条 件 表达 式 为 
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Is 
[| 
-1 -HN +% 
471(3-271. 712)=0 
Y2x1=0 
YX =0 
71, 73, 7:20 

若 =0, 则 无 解 ,于 是 Xi 天 0, 有 3-2zr -za=0 

令 zi=0,7 =0, 则 有 

人 -27 + 7: =0 
1l-7Y=0 
3—zx;=0 

解 得 x =0,x;=3,4, = 和 二 1,)3=0, 显 然 [0 3]7 是 可 行 点 ,从 而 是 极 小 点 。 


3.3.2 二 次 规划 


二 次 规划 是 一 类 简单 的 非 线性 规划 ,其 模型 的 一 般 表达 式 为 
min f(X) =3X"HX +C!'X 
本 AX 二 六 20 
s.1. x->0 
式 中 ,4 为 大 xz 阶 和 矩阵 ;b 为 m 维 非 负 向 量 ;C 为 n 维 向量 ， 由 于 二 次 规划 的 约束 是 线性 
的 ,从 而 是 凸 集 , 故 当 目标 的 二 次 项 系数 阵 里 0( 半 正定 ) 时 为 凸 规划 ,可 用 K-T 条 件 求解 。 
将 模型 的 约束 表示 为 





-27Y1+7Y; 


W(X)= [Lah ti 








T ] 
gu (X)=[0 … 0 1 0 … ol | {j=1,.…,n) 
， 


则 梯度 

VE(X)= a as (7=1, ,7 ) 

Vgwt,(X)=[0 … 0 1 0 OF (=1) 7) 

VvV/(X)=HX+C 
尼 相 应 于 Vg (XX) 的 K-T 了 乘 子 为 Y=[y，… yy。 了 ,相应 于 g。,,(X) 的 K-T 乘 子 为 
ta 二 [yor own, 则 由 K 工 条 件 及 约束 条 件 , 有 

HX+C=A!'Y,1+1Y, 

Y!(AX+b)=0 

YiX=0 
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AX + 二 0 
X YY 20 
在 上 面 一 组 式 子 中 , 芳 先 不 痢 虑 两 个 恰 紧 条 件 , 则 其 余 均 为 线性 志 达 式 ,项 
-HX+A'Y,+IY,=C 
AX + pb:0 
X,Y,,Y,20 
如 果 在 上 面 第 一 式 中 增加 人 工 变量 Z=[z，… zx, (为 使 出 现 单 位 阵 ) ,并 增加 使 人 工 变 
量 之 和 极 小 化 的 目标 冰 数 (为 使 人 工 变量 最 后 均 为 0) , 则 可 构造 一 个 线性 规划 
Min =z 十 二 
| -HX+A'Y,+1Y,+sgn(C)Z=C 
s.t.1— AX+X.=b 
[ee 
其 中 sgn(C)Z 表示 Z 中 各 分 量 的 符号 与 C 中 相应 分 量 的 符号 相同 ,是 为 了 保证 出 现 单 位 阵 ; 
X,. 是 松弛 变量 。 用 单纯 形 法 求解 该 线性 规划 的 单纯 撒 初 表 为 表 3. 3: 


表 3.3 








为 使 所 求 得 的 在.Y 、Y; 还 满足 松紧 条 件 
YTX,.=0 
‘YIX=0 
点 在 每 次 单纯 形 表 的 选 代 中 保证 Yi, 与 下 ,以 及 YY; 与 天 的 相应 分 量 不 同时 为 基 变 量 。 
例 3.16 求解 二 次 规划 
min /(X) = 7 +2x2) -B87x, — 10x, 


16- 3 272 二 (0 


0，ra>0 
2 0 
解 n=| as -2],C=L-8 -101 ,b=6 
0 2 


Y=y ,Y= [ y; ysl 
显然 有 昌 >0, 故 此 为 一 凸 规划 ,可 用 K-T 条 件 求解 
~HX+A'Y,+IY,+sgn(C)Z 


,A Oa 人 [> 的 而 邮 
lo 2 > -{ -可 =c 


rt 


一 4 和 十 下 二 3 2]| | 
六 
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相应 的 线性 规划 为 
mn z= z+ 2%, 
2T1+3y1 ~ y+ z=8 
272+2y 一 3+2z2=10 
37zl 十 27z 二 Ti 一 和 
TL TI 3 39173233 Zs T2220 
求解 时 还 要 满足 松紧 条 件 yz =0、w ru=0、.ywzrs=0。 
用 单纯 形 法 求解 的 过 程 如 表 3.4。 





























97/26 -3/3 9/26 


3713 











求解 的 结果 是 


_4 ._33 32 
Xl B37? = T3733=0,%, =13’»2=0,y3=0 


在 每 一 次 单纯 形 表 和 迭代 中 都 考虑 了 松紧 条 件 ,如 在 第 一 张 表 中 , 按 通常 规则 应 让 y, 进 基 ， 
但 考虑 到 与 它 构成 松紧 式 的 z; 已 在 基 中 ,并 且 y, 进 基 也 不 会 使 x 出 基 , 故 选择 了 x 进 基 ， 


从 而 所 得 解 X* = [ 襄 。 宇 |] 满 足 松紧 条 件 ,是 原来 二 次 规划 的 最 优 解 。 
3.3.3 罚 函 数 法 


罚 函 数 法 是 一 类 比较 简单 实用 的 求解 一 般 约 束 极 值 问题 的 方法 。 其 基本 思想 是 ,将 约束 与 目 
标 组 合 在 一 起 ,化 为 无 约束 极 值 问题 求解 。 罚 函数 法 又 可 分 为 外 点 法 与 内 点 法 ,外 点 法 是 从 可 行 域 
的 外 部 逐步 通 近 最 优 解 ,而 内 点 法 是 从 可 行 域 的 内 部 逐步 逼近 最 优 解 。 本 节 只 介绍 外 点 法 。 
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该 方法 的 关键 是 基于 (NLP) 构 造 一 个 新 的 呈 标 函数 P( 北 ,M), 称 做 罚 函数 。 
P(X,M)= /(X) + M Xfmin(0, g,(X))] "+ MO (及 ) 
式 中 M 是 一 个 充分 大 的 工 数 ， 称 做 罚 因 了 了 。 含有 M 的 项 称 为 罚 项 。 显而易见 , 当 X 是 可 行 点 
时 , 痢 项 为 0; 而 当 X 不 是 可 行 点 时 , 罚 项 是 很 大 的 正 数 。 对 已 (和 ,AM) 求 极 小 ,可 采用 无 约束 
优化 方法 , 轩 项 能 够 保证 使 点 X 逐步 趋 近 可 行 域 。 外 点 罚 函 数 法 的 一 般 步 又 如 下 。 
中 选取 初始 罚 因 于 M, >0, 令 :=1,s>0; 
地 对 于 M, ,求解 无 约束 极 值 问题 min P(X,M ) ,得 
二 若 XX 满足 可 行 性 的 精度 要 求 
[aA( Xi) Se (i=1,…,m) 
BX) -ee (j=1,…,7) 
则 停止 ,XX 即 (NLP) 的 最 优 解 ,否则 , 取 M,,, >M,, 置 ;=k+1, 转 中 。 
用 罚 消 数 法 求解 一 些 简单 的 非 线性 规划 时 ,可 先 求 出 P(X,M) 的 驻 点 ,然后 令 M 一 + 
得 到 于” 。 
例 3.17 求解 非 线 性 规划 
min f(X) = +1)*+x, 


加 1 守 0 
s.t. 


zr 之 0 
解 ”构造 罚 函 数 
P(X, MD) = 与 (zl+ 1 +xa+M[min(0,zi -1)] + M[min(0, x,)] 
为 考察 其 驻 点 , 令 
= (r+1) +2M[min(0, x ~1)]=0 
op 


Oxy 
当 xl ~ 1 之 9, 由 上 面 的 第 一 式 有 xz, = -1, 不 可 行 ; 当 x2 之 0, 由 第 二 式 有 1 =0, 了 矛盾 ,说 明 可 
行 域内 无 驻 点 。 
对 于 可 行 域外 的 点 (满足 rt 一 1<0,x,<0), 可 解 得 驻 点 


下 =V Mi+4M-M-1 





=1+2M[min(0,.x,)]=0 


1 


i 3 
在 该 点 , 海 赛 阵 
i2(n+1)+2M 0 
Hi 三 
0 | < 
说 明 该 驻 点 是 极 小 点 。 


| ,一 > 
令 M+ %, 则 | 。 .0 而 [1 0]7 满足 约束 ,是 最 优 解 。 
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例 3.18 求解 非 线性 规划 
min f(¥X)= zi + x2 
-zi+ Z2Z0 
sf 
解 ”构造 局 函 数 
P(X,M) = + -cz + M[min{0, 一 2 二 xz) + M[min(0, xz, ) 了] 
考察 其 驻 点 , 令 
3 =1+2M[min(0, -zt+t zx)l( -2r) +2M[min(0, 7x)]=0 


3 . 
51+2M[min(0, ~ zx?+ x2)]=0 


对 于 可 行 域外 的 点 ,有 
1+2M(-x? + x2)(—27)+2Mz, =0 
fi —zx?+x;)=0 
解 得 


__ 1 
Tt T+M) 
1 1 


™2 AI+MY 2M 
一 > 人 
当 AM-> + = 时 ,全 , 测 [0 0]" 是 可 行 点 , 故 是 最 优 解 。 
2 一人 
习 题 
3.1 某 投资 者 正在 考虑 = 只 股票 的 组 合 投资 计划 。 设 第 ; 只 股票 的 价格 为 P ,每 股 平均 收益 为 ， ,第 ; 
只 股票 与 第 ; 只 股票 收益 的 协 方差 为 a, (ij = 1,…,n)。 现 有 总 资金 为 B， 若 投资 者 希望 总 平均 收益 与 总 


平均 风险 (可 表示 为 >》1o,xiz ) 之 差 极 大 化 ,请 写 出 投资 计划 模型。 
3.2 分 别 用 分 数 法 和 0.618 法 求 函数 
f(t)}=t: -6t+2 
在 区 间 [0,10]. 上 的 极 小 点 ,要 求 缩短 后 的 区 间 长 度 不 大 于 原 区 间 长 度 的 3% 。 
3.3 分 别 用 梯度 法 ( 选 代 三 次 ) 和 牛顿 法 求解 下 面 的 无 约束 极 值 问题 
min f(X)=27r: 十 2 +2r r+ XL 一 Zz 
3.4 用 共 配 梯度 法 求 二 次 函数 
A(X)= 方 X"AX 
的 极 小 点 ,其 中 
.ri 1 
A 有 ,| 
3.5 用 变 尺度 法 求解 
min f(X)}= zt +(x +1) 
取 初 始点 Xo = [0 0]'。 
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本 a 0 


3.6 证 明 非 线性 规划 问题 
min f(X) 
s.t. >0 
的 K-T 条 件 表达 式 为 
Vf(X' )20 
VE ) X=0 
其 中 "是 其 最 优 解 ,并 说 明 这 条 件 的 几何 意义 。 
3.7 由 于 某 制 造 企业 停产 了 某 洁 销 产品 而 造成 生产 能 力 过 剩 , 现 该 企业 正在 考虑 利用 这 些 生产 能 力 进 
行 ABC 三 种 新 产品 的 生产 。 设 可 利用 的 各 种 生产 能 力 ( 机 时 ) 及 每 种 新 产品 的 单位 消耗 (机 时 ) 和 单位 产品 
成 本 如 表 3.5 所 示 。 


表 3.5 


















om 可 利用 生产 能 用 (机 时 















铣床 5 500 
车 床 0 350 
磨床 2 1$0 
单位 成 本 8 

销量 为 zx; 时 的 价格 10+40z[ 吉 5S+15z73 10+20zs 二 


据 销 售 部 门 预测 ,产品 C 每 于 可 销售 20 单位 ,产品 A 和 了 无 限 掀 。 销 售 价 格 将 随 各 产品 的 产量 zx， x; 、 
2z3 而 变动 ,估计 的 变动 关系 式 如 表 最 下 行 所 示 。 该 企业 希望 决定 各 产品 每 局 各 生产 多 少 可 使 总 利润 最 大 ， 
(1) 建 立 使 总 利润 最 大 的 新 产品 生产 计划 模型 ; 
《2) 验 证 该 模型 是 否 为 凸 规划 ; 
(3) 说 明 该 模型 可 以 几 什 么 方法 求解 。 
3.8 用 K-T 条 件 求 解 
max f(X)=.r 1 rs 


rt + xiAl 





I1 T5220 
3.9 求解 二 次 规划 
min f{(X)=27? ~ drxy tdr? — 671 -3z) 
2Z1 + ze3 
3. 人 + Ty 
Xl ,L220 
3.10 用 (外 点 ) 拓 函数 法 求解 
min f(X)= xi+x? 


s.t.72=1 
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第 4 章 多 目标 规划 


多 目标 规划 又 称 多 目标 最 优化 ,其 思想 萌芽 于 1776 年 经 济 学 中 的 效用 理论 。1896 年 ,法 
国 经 济 学 家 V. Pareto( 帕 累 托 ) 首 先 在 经 济 理论 的 研究 中 提出 了 多 目标 最 优化 问题 。1951 年 ， 
美国 数理 经 济 学 家 .C.Koopmans 从 生产 和 分 配 的 活动 分 析 中 考虑 了 多 目标 决策 问题 ,并 首 
次 提出 了 多 目标 最 优化 问题 解 的 概念 ,将 其 命名 为 “Parcto 解 "( 即 有 效 解 )。 同 年 ,H.W. Kuhn 
和 和 A.W.Tucker 从 数学 规划 论 角度 首次 提出 向 妈 极 值 问 题 及 有 关 概 念 。 进 入 20 世纪 70 年 
代 , 随 着 第 一 次 国际 多 目标 决策 研讨 会 的 召开 及 这 方面 专 普 的 问 捞 ,多 目标 决策 问题 的 研究 工 
作 迅 速 . 菇 勃 地 开展 起 来 ,到 目前 为 止 ,已 取得 若干 有 价值 的 研究 成 果 。 

多 生 标 决策 问题 不 同 于 单 日 标 问题 。 在 单 目 慰 决 策 中 ,评价 一 个 方案 优 劣 的 目标 只 有 一 
个 ,而 在 多 目标 决策 中 ,对 方案 d, 的 评价 需 从 p 个 目标 上 考虑 , 即 由 在 这 p 个 日 标 上 的 评价 
值 构成 的 向 量 去 评价 原 有 方案 , 即 有 

单 目 标 问 题 方案 d, 一 评价 值 f(a,) 
多 目标 问题 方案 d, 一 评价 值 向 量 [f (4) f(ad) … ft(d,)] 

显而易见 ,对 于 单 目 标 问 题 ,只 要 根据 方案 间 的 目标 评价 值 ,总 能 分 出 就 优 训 劣 , 因 此 是 完 
全 有 序 的 。 而 多 目标 决策 问题 则 不 同 , 多 目标 决策 问题 的 决策 目标 有 多 个 ,对 方案 的 评价 是 基 
于 一 个 向 量 ,而 向 量 一 般 是 无 法 直接 比较 大 小 的 ,是 半 有 序 的 。 有 鉴于 此 ,将 单 目 标 问题 最 优 
解 的 概念 平移 到 多 自 标 问题 中 是 不 适宜 的 ,这 就 有 必要 首先 阐明 多 目标 规划 问题 各 种 解 的 概 
念 及 其 相互 关系 。 


4.1 多 目标 规划 模型 及 其 解 的 概念 


可 以 从 一 个 简单 例子 引入 多 目标 规划 问题 的 一 般 形式 。 

例 4.1( 喜 糖 问题 ) 设 市 场 上 有 甲 级 糖 及 乙 级 精 ,单价 分 别 为 10 元 / 斤 及 S 元 / 斤 。 今 要 
筹办 一 桩 婚事 。“ 筹 备 小 组 ”计划 总 化 费 不 超过 80 元 , 糖 的 总 斤 数 不 少 于 10 斤 , 甲 级 糖 不 少 于 
5 斤 。 癌 如 何 确定 最 佳 的 采购 方案 ? 

先 确定 此 问题 应 满足 的 条 件 。 不 难看 出 , 当 设 甲 级 糖 数 量 为 zx, , 乙 级 糖 数 量 为 r, 时 ,有 

10z + 5zr,<<80 
ri + xy 守 10 


区 | 5 








Xi; T2720 
在 研究 以 什么 为 “最 佳 "的 衡量 指标 时 ,筹备 小 组 "的 成 员 们 意见 可 能 会 发 生 分 歧 , 原 因 是 
因为 他 们 可 能 会 提出 各 种 各 样 的 目标 来 。 
如 果 要 求 总 花费 最 少 , 即 要 求 
fi{risr)=10r, + 5r,—>min 


如 果 要 求 糖 的 总 斤 数 最 大 , 即 要 求 
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(ziyra)= zt 十 Inax 
如 果 要 求 甲 级 精 数 量 最 大 , 即 要 求 
falx1,72) = XI max 
多 目标 最 优化 神 型 与 单 日 标 最 优化 模型 的 区 别 主 要 是 日 标 多 于 1 个 。 在 这 些 目 标 中 ,有 
的 追求 极 大 化 ,有 的 追求 极 小 化 ,而 极 大 化 问题 经 过 适当 变换 可 化 为 极 小 化 问题 。 因 此 ,可 以 
给 出 多 目标 最 优化 模型 的 一 般 形式 如 下 : 
决策 变量 zx，… 
目标 函数 min f(xi ,x2 ) 


min f, (xi rs", xa) 


gizis' ,Th 0 
约束 条 人 f … 


Rm (Ti ,0 
车 记 X=[zt zr POX)=[AX) fCKX)T, R=IXIg (X)>0,i=1,2, 
…,m | 表示 约束 集 ,V-minF(X) 表 示 对 向 量 F(X) 中 的 各 目标 函数 有 (区) 、……、f, (XX) 同 等 
地 进行 极 小 化 , 则 模型 的 一 般 形式 为 
V-min (fi{(X),.…, f,(X)) 
a (i=1,2,… ,1m) 
简 记 为 
V-minF(X¥) 
(ve) ye R=1X Ii (X30,1= 2 | 

求解 如 上 的 多 目标 最 优化 问题 , 即 是 在 可 行 域 R 中 寻找 一 个 “最 优 解 "多 " 。 如 前 所 述 ,多 
目标 问题 中 最 优 解 的 含义 和 单 昌 标 问题 中 最 优 解 的 含义 是 不 相同 的 。 对 于 (VMP) 问 题 中 任 
意 两 个 可 行 解 X, 、X,€ R ,根据 其 评价 向 量 难以 区 分 出 优 劣 。 因此 ,这 里 的 “最 优 解 "*X ,很 
多 情况 下 只 是 基于 某 种 准则 下 的 满意 解 。 

以 下 就 给 出 多 日 标 问题 各 种 解 的 概念 。 为 比较 向 量 聊 数值 的 “大 "小 ” ,首先 需要 引进 向 
量 空间 中 向 量 间 的 比较 关系 , 即 序 的 关系 。 

车 记 F=[f ,FF=[f …， 严 ], 则 

(DF <F 意味 着 向 量 F' 的 每 个 分 量 都 要 严格 地 小 于 向 量 F? 对 应 的 分 量 , 即 对 于 ; = 
1 pp, 均 有 fi <<f; 

GOF = 下 意味 着 向 量 Fi! 的 每 个 分 量 都 要 等 于 相应 F? 的 每 个 分 量 , 即 对 于 ; = 1、……、 
p ,; 均 有 A a ff; 

OF 三 FF” 意味 着 问 量 F! 的 每 个 分 量 都 要 小 于 或 等 于 F? 对 应 的 分 盘 , 即 对 于 i = 1、 
ee Pp, 均 有 fi 六 ; 

QF <<F" 意味 着 向 量 F' 的 每 个 分 量 都 要 小 于 或 等 于 向 量 到 对 应 的 分 量 ,并 且 至 少 在 
在 的 某 一 个 分 量 要 严格 地 小 于 向 量 F? 对 应 的 分 量 , 即 对 于 ;= 1、……' 少 均 有 疡 二 户 , 并 
且 至 少 存在 某 个 io(1<io<p), 有 /< 及。 
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可 见 , Ps 等 价 于 下 罕 天 日 天 天 开 - 
由 上 述 定 义 所 确定 的 向 量 之 间 的 序 , 称 做 向 量 的 自然 序 。 
下 面 给 出 一 般 多 目标 极 小 化 模型 (VMP) 各 种 解 的 概念 。 
定义 4.1 设 久 "ER, 敬 对 任意 XER, 均 有 F(X”) 三 F( 多 ), 则 称 叉 "为 问题 (VMP) 的 
绝对 最 优 解 。 其 全 体 记 为 Ri 。 图 4.1 给 出 了 两 个 目标 、- 维 变量 绝对 最 优 解 的 例子 。 
于 中 的 x “既是 广 (z) 的 枢 小 点 ,又 是 户 (z) 的 极 
小 点 ,因而 是 该 问题 的 绝对 最 优 解 。 但 在 大 多 数 多 目 
“ 标 最 优化 问题 中 ,这样 的 绝对 最 优 解 往往 是 不 存在 的 -。 
为 引出 如 下 定义 , 先 考察 一 下 什么 是 劣 解 。 设 X' 
ER, 若 存在 男 一 个 可 行 解 XE R, 有 F(R) 氨 
F(X ), 说 明 对 于 六 = 1、…… .Pp, 包 有 (XX ) 寺 ff 
(XX ), 且 至 少 存在 某 个 襄 (1 所 i 和 p) 有 (XD)</ 
(和 ), 显 然 可 行 解 X" 相对 于 XX! 来 说 是 劣 的 .这 是 内 
为 多" 的 个 日 标 值 俘 不 比 允 "对 应 的 p 个 目标 值 坏 ,并 匡 至 少 比 有 一 个 要 好 , 称 X" 为 劣 解 。 
显然 ,在 决策 过 程 中 ,任何 劣 解 应 该 首先 被 去 掉 。 为 此 .可 给 出 非 劣 解 的 定义 如 下 . 
定义 4.2 设 针 ER, 名 不 存在 于 ER ,使 上 (不) 志 F(XX), 则 称 计 为 问题 的 非 劣 解 ,又 称 
有 效 解 或 Pareto 解 ， 其 全 体 记 为 KR, 
显然 ,对 任意 的 XE 玉 , 若 它 不 是 劣 解 就 是 有 效 解 ,并 及 有 效 解 仅仅 是 (VMD) 问 题 的 -个 
“不 坏 "的 解 , 或 说 可 接受 解 : 放 若 站 足 (VMP) 的 有 效 解 ,意味 着 在 约束 集 RR 中 已 找 不 到 -一 个 
入 ,使 得 对 应 的 (XX)==[ A(X) (不 )]' 中 的 每 一 个 分 时 标 值 都 不 比 F( 美 )=[ (六 ) 
”ff,《( 鲜 )]" 中 的 相应 值 更 小 ,并 且 F(X) 中 至 少 有 -… 个 且 标 值 虎 比 F(X) 中 的 相应 值 为 


小 。 





图 4.2 给 出 了 上 岗 个 日 标 ,一 维 变量 时 丰 有 
效 解 集合 的 例子 -图 中 wi 与 x? 之 间 的 点 
了 均 为 有 效 解 (xi 与 x; 之 癌 的 点 不 可 比 
较 ) ,因为 找 不 到 另 一 个 可 行 解 x+, 使 F(x) 
委 F(x) 成 立 。 

把 上 述 有 效 解 定义 中 的 条 件 稍微 放宽 ， 
可 以 给 出 下 面 的 弱 有 效 解 的 概念 。 
| 定义 4.3 没 时 ER, 蕴 不 椒 在 XER， 

图 4.2 使 FF( 久 )<< 开 药 ), 则 称 外 为 问题 (VMP) 的 

弱 有 效 解 。 弱 有 效 解 的 全 体 记 为 R、,。 

上 述 定义 表明 , 若 针 是 (VMP) 的 弱 有 效 解 , 则 在 约束 集 R 中 已 找 不 到 -个 大 ,使 得 
(人 ) 中 每 一 明 栋 什 都 比方 (天 ) …、 户 ( 误 ) 中 相应 的 值 更 小 。 

图 4.3 给 出 了 办 有 效 解 集合 的 例子 。 

显然 ,R% 中 的 企 -- 点 x 都 为 弱 有 效 解 , 因 为 找 不 到 男 一 个 rER ,使 (zr)<F(I). 

在 引进 了 “ 非 劣 "概念 之 后 ,就 可 以 对 多 目标 规划 作 喇 确切 的 描述 准确 地 说 ,多 目标 规划 
二 该 是 从 可 行 解 中 先 选 出 有 效 解 或 弱 有 效 解 , 寺 根据 某 种 准则 ,从 有 效 解 中 选择 某 种 意义 下 的 
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“最 优 解 ”, 或 说 满意 解 或 “好 ”的 有 效 解 。 因 为 ,从 一 般 意 义 上 说 ,现实 问题 中 不 存在 这 样 -种 
方案 ,其 实施 结果 按 所 有 的 判别 标准 各 目标 同时 达到 最 佳 。 当 然 ,能 够 找到 这 样 的 绝对 最 优 解 
(方案 ) 更 好 。 

不 妨 观察 下 述 两 个 目标 极 大 化 的 决策 问题 。 如 图 4.4 所 示 , 对 于 目标 户 ,方案 上 优 于 方 
案 D, 而 对 于 目标 户 ,方案 D 又 优 于 方案 E, 而 方案 A.B.C 按 现 有 准则 均 劣 于 方案 D.E。 因 
此 ,在 这 5 个 方案 中 ,方案 A、B、C 为 劣 解 ,方案 D\E 为 有 效 解 , 则 该 问题 的 解 具 能 按 其 种 准则 
从 方案 D 和 王 中 选择 其 一 。 如 若 目标 fi 比 目 标 f 重要 得 多 , 则 可 选 方案 E。 





图 4.3 图 4.4 
最 后 ,不 加 证 明 地 给 出 各 种 解 之 间 的 - 些 关 系 。 
定理 4.1 Ri = 几 R; ,其 中 R， 为 单 目 标 f;(X) 上 最 优点 集合 。 
定理 4.2 R*CRSCR 
定理 4.3 尺 "全 R (i=1,.…,p) 
定理 4.4 Ri;CSR* 
例 4.2 见 图 4.5,R?; = |zr},R; =1z,}, 则 Rs = R= [x ,7,] 
例 4.3 见 图 4.6, Ri 、R2 、R%、R* 的 关系 如 图 所 示 。 
定理 4.5 设 R 天 6, 则 OR = 人 NR’.=Ri;OR;, = UR 
文献 12 已 经 给 出 上 述 5 个 定理 的 证 明 ,有 兴趣 的 读者 可 以 查看 并 试 证 。 
本 节 讨 论 的 解 集 之 间 的 关系 可 用 图 4.7 与 图 4.8 表示 。 


fi1{z) f(x) 
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4.2 多 目标 规划 的 解法 


求解 多 目标 规划 模型 ,就 是 要 根据 问题 的 特点 和 诀 策 者 的 意图 ,选择 适当 算法 , 求 得 模型 
的 和 有效 解 或 弱 有 效 解 。 本 书 介绍 几 类 常用 的 多 目标 最 优化 问题 的 解法 。 
在 实际 问题 中 , 请 个 目标 的 重 纲 往往 是 不 周 的 ,所 以 事先 需 把 每 个 目标 规范 化 ,然后 再 进 
行 数学 上 的 处 理 。 例 如 ,可 以 把 带 量 网 的 目标 天 (X)(;=1,2,…, 思 ) 进 行 如 下 处 理 , 令 
/X= 其 中 天 = [gg7 CO 
因此 ,以 后 总 假定 所 讨论 的 多 日 标 最 优化 模型 已 经 过 了 无 量 岗 化 处 理 。 
4.2.1 评价 普 数 法 
评价 函数 法 的 基本 思想 是 利用 一 个 复合 函数 将 多 目标 问题 转化 为 单 月 标 问题 求解 。 即 对 
一 个 目标 向 量 FCX)=[ 广 (和 … /5( 久 )] ,构造 一 个 把 请 个 且 标 转化 为 一 个 数值 月 标的 
复合 菠 数 U[ F(X)], 作 为 间 题 的 评价 函数 。 即 有 : 
方案 四 < 评价 向 量 F(X)< 评 价 孙 数 U[ F(X)] 
这 时 ,(VMP) 问 题 转化 为 如 下 的 单 和 目标 问题 
min ULF(X)] 
求解 该 问题 得 最 优 的 X* , 则 %X* 是 该 评价 函数 下 的 最 优 。 进 一 步 还 可 证 明 ,利用 评价 函数 法 
求 出 的 单 且 标 问题 最 优 解 xX” , 当 该 评价 画 数 满足 单调 性 时 ,一 定 是 原 多 目标 问题 的 有 效 解 或 
弱 有 效 解 ( 证 法 略 )。 下 面 介绍 7 种 常用 的 评价 函数 法 。 
1. 线性 加 权 和 法 
线性 加 权 和 法 就 是 取 评 价 函 数 为 各 目标 函数 的 线性 加 权 和 , 即 U(F) = 万 +…+A 
其 中 4、…… `4s 为 相应 目标 的 权 系数 ,其 大 小 代表 相应 日 标 f 在 模型 (VMP) 中 的 重要 程 
度 。 
线性 加 权 和 法 的 具体 步骤 如 下 : 
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问题 
(P, ymain Daf.(X) 
求解 (P, ) 得 最 优 解 ; 


入 可 以 证 明 , 蕊 是 (VMP)? 的 弱 有 效 解 , 即 关 ER* ,进一步 , 若 所 有 X, >0, 则 ER.. 

显然 ,线性 加 权 和 法 的 关键 在 于 确定 权 系 数 。 实 际 中 ,确定 权 系数 的 方法 很 多 ,如 老手 法 、 
层次 分 析 法 ,a 法 等 。 老 手法 及 层次 分 析 法 将 在 本 书后 续 内 容 中 介绍 。 

a 方法 是 确定 各 目标 重要 程度 的 权 系 数 的 一 种 方法 。 它 主要 是 根据 p 个 目标 的 极 小 点 
信息 ,借助 于 引进 一 个 辅助 参数 a 的 思想 ,通过 求解 一 个 p + 1 阶 线性 方程 组 确定 各 月 标的 权 
系数 。 

先 以 两 个 目标 为 例 。 设 两 日 标 f1 (XX) 及 户 (X) 缘 为 线性 函数 ,都 要 求 达 到 极 小 为 最 优 ， 
且 约 束 集 R 为 线性 约束 ,根据 评价 函数 法 的 基本 思想 ,建立 评价 函数 

ULF(X)]— a fi(X)+az fa(X) 
问题 归结 为 如 何 确定 dl 及 a 的 值 。 
这 种 方法 的 具体 步骤 如 下 。 
人 .求解 单 昌 标 优化 问题 
(问题 一 )min I(X)= A(X) 记 f= NN(X), p=f.(X') 
( 间 题 二 )min f(X)=(X) 记 = (XX ), f=f(X’) 
@ 由 UL[F(X')]=U[F(X )] 及 al +a,=1 得 下 述 方程 组 
od + a2fi =alfi 让 az 
Al 二 az 三 | 
解 上 述 方程 组 得 
___f-f 
. f ~ + -8 
万 一 月 


mf-f 
a fi-f 
名 求解 min U[LF(X)] = min [Lay fi(X)+asf2( 针 )] 得 多 *。 
以 下 对 a 方法 进行 几何 解释 。 
如 图 4.9 及 4.10 所 示 , 可 行 域 R 中 的 点 X! 及 XX? 经 过 映射 在 门 标 值 空间 ( f, , f,) 中 分 别 
对 应 A 点 及 B 点 , 即 有 
X 一 ( 户 , 户 )4 点 
XX 一 ( 户 , 户 )B 点 
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面 且 ,在 目标 值 空间 中 , U[F(X)]=ai 记 (外) + asf,(X) 取 不 同 数 时 ,相当 于 一 簇 平 行 线 , 其 
斜 滨 &= 一 gi/a, ,不 妨 记 直线 簇 为 a f1 + asfi=clc 为 常数 ), 而 连结 A、B 的 直线 斜率 也 为 
上 = -~ a1/as, 则 直线 AB 是 该 直线 簇 中 的 一 条 直线 。 显 然 , 在 同一 条 直线 上 X' 与 X 有 相同 
的 评价 值 , 即 有 ULF(X*)]= ULF(X?)]。 进 一 步 ,要 寻找 评价 值 最 小 的 互 , 可 在 目标 值 空间 
中 平行 移动 直线 。 当 直线 与 C 点 相 切 时 ,对 应 于 C 点 的 下 "之 评价 值 为 最 优 。 

事实 上 ,该 方法 可 推 至 p 个 目标 的 情况 。 首 先 建立 评价 函数 


p 


U[F(X)]= > a.f.(X) 


然后 求解 一 系列 单 目标 问题 
Wn f(AX)=f() 得 所 ,所 ,…, ff 








图 4.9 


其 中 广 的 含义 与 二 维 情况 相似 (i,j = 1,2,…，, 力 )。 由 于 X! 、 于 2 、 人 ,EV 、 oe 本 有 相同 
的 评价 值 ,于 是 可 建立 下 述 方程 组 
[afir eft tose 
la ffitafit'+af=e 
: (c 为 常数 ) 
mafitafit+afr=e 
al+az+…+as=1 
求解 上 述 方程 组 得 al .es、……、a,。 最 后 解 min DIEF(X)]= minf a fCX)+.+ of,(X)] 
得 时 ” 。 
例 4.4 设 有 fi(X)=4zi+xy>min, fy(X)= 一 3z1 ~ 2x.—min, 
R= {XI27r, + x4, rl + zzR3, Zi ,XTX 之 0, 久 CER:|, 试 用 a 法 求解 。 
解 ” 先 分 别 对 f.( 多 ) 、 户 (已 ) 求 得 最 优 解 ,它们 是 
fi(X')= ff(0,0)= min F(X)= Fi=0 
XE 
fF)=f(1,2)= min f(X)=£R= -7 
XER 
如 
f=fi(X')=f.(0,0)=0 
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f=f(X)=f.(1,2)=6 


由 此 可 得 
.和 -及 -7 7 
"RArAA 7 人 
_6 
2 ”13 
U(X)=a fi (XK) + a fi(X) = + 一 癌 卫 


易 求 得 :minU(X) = U(0,3)= - 诗 
XER 


2. 极 大 极 小 法 
这 种 方法 的 基本 出 发 点 是 考虑 在 对 各 个 目标 来 说 是 最 不 利 的 情况 下 找 出 最 有 利 的 解 。 具 
体 地 说 ,对 于 多 目标 最 优化 模型 (VMP) ,可 以 用 各 个 目标 f.(i = 1 ,请 ) 中 的 最 大 值 作为 评 
价 函 数 的 函数 值 , 即 取 
ULF(X)]= max {f:(X)} 
为 评价 函数 ,通过 上 式 把 求解 (VMP) 归 结 为 求解 下 述 极 小 化 问题 : 
min U[F(X)]= min max |f.(X)! 
并 把 它 的 最 优 解 作为 模型 (VMP) 的 解 。 显然, 这 种 方法 是 先 对 各 目标 函数 作 极 大 值 选 择 之 
后 ,再 在 可 行 域 上 进行 极 小 化 , 故 称 之 为 极 大 极 小 法 。 
4.11 给 出 两 个 目标 ,一 维 变量 时 由 极 大 极 小 法 所 得 解 x 的 图 示 。 其 中 的 实 线 为 两 个 
函数 f(x) 和 f(x) 中 的 最 大 值 。 
为 了 在 评价 函数 中 反映 各 日 标的 重要 程度 ,一 般 考 
虚 比 上 述 极 大 极 小 化 模型 更 一 般 的 带 权 系数 的 情况 ， 
设 对 应 于 目标 六 的 权 系 数 为 1 (7 = 1,2,…,p), 则 求解 
《VMP) 相 应 地 可 归结 为 求解 下 述 问 题 : 
(Pi min max 14, (X)! 
可 以 证 明 , 当 4,>0(i=1,2,…,p) 时 ,求解 (P, ) 所 得 的 
最 优 解 为 模型 ( VMP) 的 弱 有 效 解 。 很 明显 ,问题 (P, ) 在 
4.11 实际 求解 时 是 不 方便 的 。 为 此 .引进 -个 变量 ， 令 





Sa 


这 样 ,问题 (P， ) 成 为 min ) ,上 且 有 
Ai 下) (1=1,2,.…,p) 
由 此 ,问题 (P; ) 便 转化 为 如 下 的 增加 一 个 变量 4 和 jp 个 约 东 条件 的 优化 问题 : 
min A 
.1EER 
{AFCKXIEA (i=1,2,.%,p) 
根据 以 上 讨论 ,可 得 出 极 大 极 小 法 的 具体 步骤 如 下 : 
WD 给 出 权 系 数 , 按 各 目标 在 (VMP) 中 的 重要 程度 ,确定 相应 的 权 系数 1 (i =1,2,… ,p), 
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Hai>0: 
地 极 小 化 辅助 问题 , 即 求解 
mn A 
XER 
i (i=1,2,.,) 
设 所 得 最 优 解 为 [X' 4]', 则 莱 即 为 模型 (VMP) 的 弱 有 效 解 。 
3. 平 方 和 加 权 法 
对 于 多 目标 问题 (VMP) , 设 有 p 个 规定 值 fr 、……、/; ,要 求 pb 个 目标 fC(X)、……、_ 
(XX) 分 别 与 规定 的 值 相 差 尽量 小 ,车 对 其 中 不 同 值 的 要 求 相差 程度 又 可 不 完全 一 样 , 即 有 的 要 
求 重 一 些 ,有 的 轻 .- 些 ,这 时 可 采用 下 述评 价 函 数 ， 


ULFOX)1= Po n= 3 = 1 ,20 


要 求 min UT F(X)] ,其 中 可 按 要 求 相关 程度 分 别 给 出 。 其 实 ， 平方 和 加 权 法 是 下 面 即将 介 
绍 的 理想 点 法 的 变种 。 
4. 理 想 点 法 
理想 点 法 的 基本 思想 是 认为 时 的 评价 向 量 F(X)= [fi(X) /;(X) … f,(X)] 越 接 
近 理 想 点 越 好 。 当 然 , 这 种 接近 是 指 在 某 个 模 “ | , 上 "的 意义 下 评价 向 量 与 理想 点 之 间 的 “ 距 
离 " 大 小 。 所 谓 理想 点 一 般 指 由 各 单 且 标 最 优 值 /; 、…… 、f; 组 成 的 p 维 点 FF" =[ ff* 
fr jo。 具体 地 党, 理想 点 法 就 是 在 所 定义 的 模 的 意义 下 ,以 目标 函数 向 量 下 (X) 与 理想 点 之 间 
的 “距离 "U[F(X)j= | F(X) 一 F" | 为 评价 函数 ,把 求解 (VMP) 的 问题 归结 为 求解 下 述 数 
值 极 小 化 问题 : 
min F(X})-—F 
下 面 以 踢 离 模 评 价 辫 数 为 例 说 明 这 种 方法 的 具体 步 又 。 
中 求 理想 点 、 求解 p 个 单 旦 标 最 优化 问题 
mnf (XI=f (RY (i=1,2,.,p) 
得 理想 点 FR” =[f? fo 
外 检验 理想 点 。 若 中 中 求 出 的 各 单 且 标 最 优 解 X 皆 相 同 ,说 明理 想 解 点 恰好 是 绝对 最 
优点 , 则 输出 绝对 最 优 解 多 "=X , 求 解 完毕 ,否则 , 转 国 。 


号 作 详 价 函数 , 取 g- 模 U[F(X)]= | F(X)-F* | = > 一 /.(X))"]s 为 评价 画 


数 ,q 的 一 般 取 值 在 [1,o%), 通 常 取 g = 2， 这 时 的 评价 函数 即 为 欧 氏 空间 中 向 量 下 (天 ) 与 向 量 
天” 的 距离 ,其 含义 如 图 4.12 所 示 。 

外 求解 min UIF(K)] 得 六 。 

可 以 验证 ,上 述 的 距离 模 评价 函数 关于 下 足 严格 增 函 数 , 故 由 此 所 得 的 广 是 模型 (VMP) 
的 有 效 解 。 

常用 的 评价 函数 还 有 : 


DY g=18, ULF(X)]= Pf -£0 
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名 当 gq= 时 .U[F(X)]= max fr -fA(X)|; 

理想 点 法 其 实 是 目标 规划 法 的 -类 , 即 事先 规定 ~- 些 指标 
值 , 然 后 另 设 目标 ,看 其 接近 这 些 规定 值 的 程度 ,新 设 的 目标 有 时 
也 称 超 县 标 。 可 证 ,理想 点 法 求 出 的 解 一 定 是 非 劣 解 , 它 在 目标 
值 空间 中 自然 也 就 是 有 效 点 。 

例 4.5 设 所 (XX)= -37ri+2r, 亡 (X)=4zri+37， 都 要 
求实 现 最 大 ,约束 集 为 R= 112z t+ 37; 所 18.2x1 + x 过 10， 
ZX1ZT1 之 0,XE R’ ,试用 理想 点 法 求解 。 





图 4.12 解 ” 先 分 别 求解 两 个 单 目标 问题 
bx NE 


得 最 优 解 
X =(0,6),X™ =(3,4) 
对 应 的 目标 值 
A(X )=f(0,6)=f7 =12 
f.(X™)=f(3,4)=f2 =24 
故 理想 点 
F =(fi ,fi )=(12,24) 
取 欧 氏 距 离 为 评价 函数 ,有 
[FRI P+ FX- FE) 
可 求 得 最 优 解 X" =[0.53 5.65], 对 应 的 目标 值 f? =9.72,f: = 19.06。 
5. 自 标 规划 法 
《1) 目标 规划 的 数学 模型 
目标 规划 法 由 A. Charnes 和 W. Cooper 首先 提出 。 它 是 一 种 有 着 广泛 应 用 的 特殊 多 目标 
最 优化 模型 。 这 类 模型 并 不 是 去 考虑 对 各 个 目标 进行 极 小 化 或 极 大 化 ,而 是 希望 在 约束 条 件 
的 限制 下 ,每 目标 尽 可 能 地 接近 于 事先 给 定 的 日 的 值 。 它 是 求解 多 目标 规划 的 一 种 常用 方 
法 ,是 理想 点 法 的 推广 。 
这 种 方法 首先 在 每 个 目标 上 X) 上 预先 确定 一 个 希望 达到 的 中 的 值 /* ,得 -目的 信 向 其 
P=[ fe 克 ] 
由 此 构造 一 个 评价 函数 


3 {fC(X)— pi 
然后 把 多 目标 决策 问题 转化 为 如 下 的 单 目标 郑 数 极 值 问题 ， 

mip 0 -A 
它 的 含义 是 在 确定 的 约束 条 件 下 ,要 求 所 有 目标 值 尽 可 能 接近 着 望 次 汉 的 目的 值 . 即 要 求 位 关 
绝对 值 之 和 尽量 小 。 为 此 ,引入 两 类 偏差 变量 + .d- (i=1,2,…,p) ,有 


正信 大 4 = 1 0 六， fA(X)>A 
~ PUN (012.8) 
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人 -| fi(X)EfF 
SO ppt PR Cl Zp 
d， 表示 第 ; 个 目标 所 达到 值 超过 预期 目的 值 的 部 分 ;& 表示 第 ; 个 目标 值 不 足 预 期 目的 值 
的 部 分 。 则 

ad' +d, = AN) 及 | 

dt: -~d =f(X)-—f 

di vd, =0 (=1,2…: 力 )( 目 标 达 到 值 不 可 能 既 超 过 目的 值 又 未 到 目的 值 ) 
于 是 可 以 证 明 求 解 单 目 标 决策 问题 

内 

min2 |f.(X) -fl 
等 价 于 求解 

ninY (a: + 好 ) 

fi(X)-d: +di=f 

1 =0 (4.1) 

XER,d, di 0 (i=1,2,…,p) 


上 述 模型 中 含有 但 差 变量 相 滋 的 约束 条 件 , 这 使 得 求解 很 不 方便 ,考察 去 掉 久 差 变量 由 乘 
的 约束 条 件 ,得 到 模型 
miny (4: 1) 
fi(X)-d’ td; = 万 
jer (4.2) 
di 之 0,d; >0 i=1,2,"…,p 
可 以 证 明 , 模 型 式 (4.2) 的 最 优 解 也 是 模型 式 (4. 1) 的 最 优 解 ,因而 可 将 模型 式 (4.2) 作 为 
目标 规划 模型 的 一 般 形 式 。 在 上 述 模型 中 ,约束 集 R 称 为 绝对 约束 或 说 硬 约束 。 其 他 可 加 入 
偏差 变量 的 约束 条 件 为 目标 约束 或 软 约束 。 它 是 月 标 规划 所 特有 的 约束 。 
实际 问题 中 ,一 个 规划 问题 常常 有 若干 个 目标 ,但 决策 者 在 要 求 达到 这 些 目标 时 ,是 有 主 
”次 或 轻重 缓急 的 不 同 。 凡 要 求 首先 达到 的 目标 赋 于 优先 因子 P, ,其 次 的 旦 标 赋 于 优先 因子 
P,，,…, 规 定 P, 污 PP;, ,表示 P, 比 P,, ,有 更 大 的 优先 权 。 即 首先 保证 P 级 目标 的 实现 ,这 时 可 
不 考虑 次 级 目标 ;而 PP, 级 目标 是 在 实现 P) 级 目标 的 基础 上 考虑 的 ,以 此 类 推 。 芒 要 区 别 具 
有 相同 优先 因子 的 两 个 目标 的 差别 ,可 分 别 赋 于 它们 不 同 的 权 系 数 w 。 这 样 , 在 上 述 日 标 规 
划 模 型 一 般 形式 的 基础 上 ,可 建立 如 下 的 加 权 或 分 层 目 标 规划 模型 


i n 产 
min >) Pl wd; 本 Dd ) 
j=1 =l -1 
lo 十 好 三 万 
XER (4.3) 
[a 之 0,d, 0 (i=1,2,.…,p) 


最 后 考察 目标 规划 的 目标 函数 。 由 于 在 实际 问题 中 ,对 各 和 且 标 上 预先 设立 的 目标 值 的 要 
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求 不 一 样 ,这样 目标 函数 (评价 负数 ) 的 形式 也 不 一 样 ,归纳 起 来 ,基本 形式 有 三 种 ; 
中 希 望 各 目标 值 与 预期 日 的 值 之 间 超 过 或 不 足 的 偏差 尽量 小 , 即 要 求 恰好 达到 目的 值 ,这 
时 的 评价 函数 形式 为 (4 Pe 
信 希 望 各 目标 值 与 预期 目的 值 之 则 不 足 的 偏差 都 尽早 小 ,而 超过 的 偏差 不 限 ,这 时 的 评价 
函数 形式 为 > 0 
@ 希 望 各 目标 值 与 预期 目的 值 之 问 超过 的 偏差 尽量 小 , 即 多 许 达 不 到 目的 值 , 这 时 的 评价 
西数 形式 为 > i 
当然 ,也 可 以 对 某 些 自 标 要 求 极 小 化 正 偏 差 ,而 对 另 一 些 目标 要 求 极 小 化 负 偏 差 。 以 下 用 
例子 说 明 昌 标 规划 问题 具体 的 建 模 过 程 。 
例 4.6 有 一 纺织 厂 生产 尼龙 布 和 述 布 ,平均 生产 能 力 都 是 1 kmh, 工 厂 生产 能 力 为 每 周 
80 h。 根 据 市 场 预测 ,下 周 最 大 销售 量 为 :尼龙 布 为 70 km, 禄 布 45 km。 起 龙 布 利润 为 2.5 元 
/m, 粮 布 利 渔 为 1.5 元 /m。 工 厂 领导 的 管理 目标 如 下 。P, :保证 职工 正常 上 班 ,避免 开工 不 
足 ; 疡 :尽量 达到 最 大 销售 量 ; P; :尽量 减少 加 班 时 间 ,限制 加 班 时 间 不 得 超过 10 h。 
解 首先 设 决策 变量 ri .z; 分 别 表示 尼龙 布 和 杭 布 的 下 周 计划 产量 。 
昌 标 函数 ， 
工时 fi(X)=z) + zf =80 
尼龙 布 产量 户 (X) = xi 一 及 =70 
棉布 产量 六 (和 ) = 一 及 =45 
然后 设 相 应 于 上 述 朋 标 函 数 的 正 负 偏 差 变量 d' 和 4d- (i=1,2,3)。 由 于 决策 者 要 求 尼 龙 布 
和 棉布 的 产量 不 阿 , 即 二 者 的 重要 性 不 一 样 , 则 可 根据 二 者 的 单位 利润 比 2.5:1.5=5:3 确定 
权 系 数 。 
于 是 根据 目标 函数 优先 级 别 的 不 同 ,可 建立 目标 规划 模型 如 下 ， 
min[ Pear + 了 P2(3d2 +3d3 )+ Ps(ar }] 
ritritdr -d' =80 
zitd; ~d: =70 
st 4 rt+d; -di:=45 
di 10 
risrd! dr >0 (i=1,2,3) 
(2) 线 性 目标 规划 问题 的 求解 方法 
前 面 提出 的 目标 规划 模型 式 (4.2) 已 经 化 为 单 目标 问题 ,特别 当 目 标 函数 /(X)(; =1， 
…, 户 ) 和 约束 R 均 为 线性 时 , 它 就 是 一 个 线性 规划 问题 、 


以 下 通过 举例 说 明 在 实际 中 常用 的 分 层 加 权 线 性 目标 规划 (约束 及 目标 函数 均 为 线性 ) 问 
题 的 求解 方法 一 一 单纯 形 法 。 


线性 目标 规划 的 数学 模型 结构 与 线性 规划 的 数学 模型 结构 没有 本 质 区 别 ,所 以 只 要 预先 
确定 各 目标 重要 程度 的 优先 顺序 , 即 可 用 单纯 形 法 求解 。 但 考虑 到 目标 规划 的 数学 模型 的 一 
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些 特点 , 作 以 下 规定 : 

中 因 目 标 规 划 问 题 的 中标 函数 都 是 追求 极 小 化 ,所 以 以 检验 数 c 一 CaB 7'P, 实 0(j = 1,2， 
…,7) 为 最 优 淮 则 ; 

名 从 每 个 检验 数 的 整体 来 看 检验 数 的 正 负 首先 决定 于 第 一 优先 因子 忆 的 系数 a 的 正人 负 , 若 
wan 三 0, 这 时 此 检验 数 的 正 负 决定 于 第 二 优先 因子 P, 的 系数 m 的 正 负 ;下 面 可 依次 类 推 。 

王 面 以 实例 说 明 解 分 导线 性 旧 标 规划 和 问题 单纯 形 法 的 计算 步 又. 

例 4.7 某 工厂 欲 生 产 A 和 中 两 种 产品 , 因 市 场 需要 量 大 ,销路 不 成 问题 。 生 产 A 利 B 
产品 所 需 设备 工时 、 材 料 以 及 单位 产品 的 利润 如 表 4.1 所 示 。 

表 4.1 












设备 工时 {月 单位) 









材料 ( 百 吨 / 单 位 ) 









利润 (万 元 /单位 ) 


工厂 在 制定 生产 计划 时 ,必须 按 重 要 程度 考虑 如 下 兰 个 目标 ; 
目标 P， 要 求生 产 这 两 种 产品 的 利润 最 少 要 达到 12 万 元 
目标 P 要 求 A 产 品 的 产量 尽 可 能 是 B 产品 产量 的 1.5 倍 
目标 P， 为 充分 利用 设备 工时 ,必须 使 设备 的 空闲 时 间 尽 可 能 小 
问 工厂 应 如 何 决 定 产品 A 和 B 的 产量 ? 
解 首先 根据 题 意 建立 目标 规划 模型 。 设 x+, 和 x, 分 别 为 A.B 两 产品 的 产量 。 根 据 预 
先 提出 的 目标 及 资源 限制 ,考虑 问题 的 约束 条 件 如 下 ; 
利润 约束 471+3,2r;— di +d =12 
产品 产量 约束 x 一 1.5xr,-d; +d; =0 
设备 工时 约束 ”2x1+4x,;+d; =12 
原材料 约束 3x1 +3zx, 志 12 
根据 提出 的 目标 要 求 ,三 个 目标 函数 为 Pd 、P,(d; + d; )、P;d; ,使 其 和 为 最 小 , 则 训 
建立 一 个 有 目标 优先 级 的 线性 目标 规划 模型 : 
min[ Play + P(d, +di)+Pidy ] 
4zi+3,2r -di +d; =12 
T1-1.5zr,— di; +d; =0 
S.t.4271 +47r;+d; =12 
3z1+3z + x3=12 
WP0,d >0,d; 20 (i=1,2,3) 
式 中 ,di .dr 分 别 为 对 预定 利润 目标 的 超过 晤 和 不 足 量 ;d; ,4， 分 别 为 A 产品 产量 比 1.5 
们 BB 产品 产量 的 超过 量 和 不 足 量 ;d; 剩余 的 设备 工时 ;x, 松弛 变量 。 
对 该 目标 规模 问题 可 使 用 线性 规划 中 的 单纯 形 法 求解 。 由 于 预先 确定 了 三 个 昌 标的 优先 次 序 
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已 .P,P; ,因此 首先 求解 最 高 级 P 目标 函数 下 的 线性 规划 ,使 Pi 月 标明 数 达 到 最 优 ,然后 转向 下 
级 日 标 ,继续 求解 忆 日 慰 函 数 下 的 线性 规划 ,使 已 日 标 达到 最 大 可 能 的 满足 ,再 继续 向 下 一 级 
更 低 的 日 标 P; ,使 其 尽 可 能 的 满足 。 但 在 这 个 过 程 中 ,低级 日 标 上 的 满足 不 能 影响 所 有 高 级 日 标 上 
已 获 车 标 值 数 、 因 此 ,在 用 单纯 形 法 迭代 的 过 程 中 ,确定 进 基 变 重 的 必要 条 件 是 这 个 变量 在 所 有 更 
高 级 日 标 吗 数 下 的 检验 数 均 为 稚 。 具 体 解法 见 表 4.2 的 单纯 形 表 。 
表 4.2 





村 




























ds 13 
0 0 
1 0 
0 0 0 
0 0 1 
0 0 U 
2 0 
0 0 
4 ! -4 
-1L | 1 
2 -2 
3 -3 
4 0 
1 上 0 
| 1 2 2 













! 二 | | 0 
-0.11 N.11 0.43 1! -0.43 0 0 
| -0.165 | 0.165 -0.355 | 0.355 0 0 
0.77 | -0.77 -1 1 1 1 
小 225 | 4 | [0.825] | 0.825 | -0.225 | 0,225  ; 1 
| | P | 0 | 0 1 | 0 0 0 0- 
检验 数 PP 0 | | 0 | an | f 0 | 0 
Pp 0 | 


， -0.774 | 0.77 ， 
本 题 的 求解 步骤 可 概括 如 下 : 

由 根据 模型 建立 初始 单纯 形 表 ( 表 4.2( 一 )), 由 于 上 述 问题 中 有 二 个 目标 函数 Pidi \P,(d, 
+d; ) .Pyds ,所 以 表 中 也 有 三 行 检验 数 行 ,分 别 为 基本 可 行 解 在 三 个 目标 函数 下 的 检验 数 ， 

@ 以 最 高 级 目标 P, 为 目标 函数 ,在 单纯 形 表 上 进行 选 代 计 算 , 吉 至 Pi 下 检验 数 均 为 非 
负 , 即 表示 最 高 级 日 标 吊 数 P 已 达 最 优 值 , 见 表 4. 2(—)(), (=) 

GB 转 人 第 二 级 日 标 P, ,由 表 4.2( 三) 中 知 ,P， 下 的 检验 数 也 均 为 非 负 , 表 示 当 前 之 基本 可 
行 解 对 于 也， 目标 函数 也 是 最 优 , 顺 次 转 人 对 第 二 级 目标 也 数 的 迭代 ， 

多 在 表 4.2( 三 ) 中 ,P, 下 检验 数 行 绝对 值 最 大 的 负 和 检验 数 为 - 1, 但 其 相应 于 P, 检验 数 
行 中 的 检验 数 为 1 ,内 此 变量 4d， 不 能 选 为 进 基 变 量 ,而 变量 di 在 P;, 下 检验 数 为 -0.77, 而 
在 Pi .P, 下 检验 数 均 为 零 ,因此 选择 4d? 进 基 能 改善 P; 目标 值 ,而 不 影响 第 一 级 和 第 二 级 目 
标 函 数值 ; 

3 按 此 规则 继续 进行 迭代 直至 不 能 进行 为 止 ( 表 4. 3), 最 优 解 为 ,cr =2.4, .x=1.6,4d 
=2.72,d; =0.8,d; =d, =0,.7;=0, 
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过 4.3 

了 dy 3 
0 7 1.6 0 0.4 | -0.4 0 0.13 
0 i 2.4 1 0 0 0 :04 i 04 | 0 0.2 
ps id 0.8 0 0 0 0 -0.79 0.79 1 -0.93 
0 d: 2.72 0 ] 1 | -0.273 | 0.273 0 ! 1.21 

一 一 2 0 
0 
0 








事实 上 ,线性 规划 启 是 可 视 为 线性 目标 规划 问题 的 一 种 特殊 情况 . 因 为 对 于 下 过 线性 规划 问 
题 : 


列 
+ 和 
min 之 CE 


人 os =p (i=1,.,m) 


[3 (j=1,", 1) 
若 将 目标 函数 的 下 寞 取 为 各， , 则 上 述 (LP) 问 题 可 转化 为 下 述 线性 用 标 规划 问题 (CGLP)， 
min [PI(D ,DD’*),P,(D ,D’)] 


(LP) 


[2 rm ta a = (i=1, ,1m) 
(GLP) 和， 
Be 7, 00 =1,. ,1) 


式 中 Di =[di; dy i ,11],D = =[dr ds 和 dle 

线性 规划 只 解决 单 目 标 问题 ,而 目标 规划 部 分 地 消除 了 这 种 局 限 。 日 标 规 划 能 处 理 带 
多 个 日 标的 多 目标 决策 问题 ,而 且 目 标 函 数 呆 以 由 具有 不 河 度 量 单位 的 偏差 变量 构成 . 5 
性 规划 相 比 ,目标 规划 的 真正 价值 在 于 按照 决策 者 的 目标 优先 结构 ,去 求解 有 手 后 目标 的 多 日 


标 决 策 问 题 。 

6. 分 目标 乘除 法 

在 p 个 目标 (XX)、……、/, (XX) 中 ,其 中 个 目标 f(X)、…… .YE) 此 求实 现 最 小 .其 
余 的 目标 乒 .:(X) …… 、/,(X) 昌 求实 现 最 大 ,这 时 的 多 日 标 最 优化 模型 成 为 混合 最 优化 模 


型 , 记 为 (VHP)。 分 目标 乘除 法 以 及 后 面 即 将 介绍 的 功效 系数 法 都 足 求 解 多 日 标 混合 最 优化 
模型 的 方法 。 下 面 首 先 介绍 分 目标 乘除 法 的 原理 与 步骤 。 
分 目标 乘除 法 的 主要 特点 是 将 模型 中 的 各 分 目标 函数 进行 相 乘 和 相 除 处 理 后 ,在 可 行 域 


上 求解。 已 经 知道 ,为 使 (XX) 、…… .大 (X) 极 小 化, 可 以 考虑 它们 的 乘积 极 小 化 ,而 要 使 
放 -1X) 7(XK) 极 大 化 ,又 可 以 考虑 让 这 些 目 标 函 数 乘 积 的 创 数 极 小 化 ， 因此 ,求解 
(VHP) 问 题 使 可 以 归 为 求解 

1(X) fe(X) 





BR ACEI CX 
由 上 上 述 数值 极 小 化 问题 所 得 的 最 优 解 ,显然 是 使 位 于 分 子 的 各 日 标 取 尽 可 能 小 的 值 .日 使 
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位 于 分 母 的 各 月 标 皮 尽 可 能 大 的 值 的 解 。 
以 上 所 述 方法 实际 上 是 对 模型 构造 了 下 述评 价 函 数 : 
ULFOO] = 
应 指明 的 是 ,为 使 U[F(XX)] 有 意义 ,在 使 用 分 目标 弱 除 法 求解 时 ,一 般 要 求 各 目标 孙 数 在 可 
行 域 R 上 均 取 正 值 . 
分 目标 乘除 法 的 具体 步骤 如 下 。 
第 1 步 :分 目标 正 值 化 。 检 查 万 (X) ………、 户 (于 ) 在 及 上 是 否 均 取 大 于 零 的 值 。 芳 是 ， 
则 进行 下 一 步 , 砍 则 ,选取 某 实 数 My>0, 使 
fi(X)I+M>0 XER (1=1,.…,p) 
并 令 f( 关 ): 二 (入) + M{i=1,2,…, 轧 ) ,进行 第 二 步 。 
第 2 步 : 极 小 化 分 目标 乘除 问题 。 求 解 
， fi(X)… f(x) 
RR frr (XI fCX) 


设 得 最 优 解 为 羡 , 则 可 以 证 明 及 为 (VHP) 的 有 效 解 。 

分 目标 乘除 法 有 简单 的 经 济 学 含义 。 以 两 目标 的 最 优化 模型 (VHP ) 为 例 , 设 f, (XX) 表 示 
投资 , 亡 (X) 表 示 收 益 , 则 乘除 分 目标 函数 f, (多 ) /f,( 久 ) 表 示 单 位 收益 的 投资 ,其 倒数 表示 单 
位 投资 的 收益 即 投资 利润 率 。 就 此 ,分 目标 乘除 法 的 意义 是 : 极 小 化 单位 收益 的 投资 。 

例 4.8 某 投资 开发 公司 拥有 总 资金 100 万 元 , 今 有 4 个 项 目 可 供 选 择 投资 。 投 资 第 ; 
个 项 目 所 用 资金 <; 及 预计 可 得 收益 6 为 :ai = 和 (万 元 ),a, = 50( 万 元 ) ,a =35({ 万 元 ),a, = 
40( 万 元 );b1 二 30( 万 元 ),5,=40( 万 元 ),6，=25( 万 元 ),6; = 35( 万 元 )。 试 用 分 目标 乘除 法 
决策 投资 方案 。 

解 设 。- i 个 项 日 

” “10, 决定 不 投资 第 i 个 项 目 
首先 ,由 于 x; 不 全 为 零 , 故 分 目标 函数 方 (X) = 40z) + 50x, + 35x; +40z, 和 fl(X)= 
30z) + 40z, +25x3 + 35z, 在 优化 过 程 中 在 R 上 取 值 大 于 零 。 

由 此 ,可 构造 下 述 极 小 化 分 目标 乘除 问题 . 

40.cl + 50x, + 35x3 +40x, 
WeR 307 +407, +25r, +357, 
求解 上 述 分 式 规划 问题 ,得 最 优 解 寻 = [0 1 0 1]。 即 该 公司 应 该 投资 第 2 和 第 4 个 项 
目 。 且 总 投资 额 方 (和 )=50+40=90 万 元 ,总 收益 户 (起 ) =40+35=75 万 元 。 

7. 功 效 系数 法 一 一 几何 平均 法 

设 绢 个 目标 方 (X)、……、 轧 (和 ), 其 中 已 个 目标 要 求实 现 最 大 ， &z 个 目标 要 求实 现 最 
人 小, 其余 的 县 标 是 过 大 不 行 ,过 小 也 不 行 。 功效 系数 法 是 一 种 无 量 纲 化 方法 ,基本 做 法 就 是 分 
别 给 这 些 目标 £(XX) 以 一 定 的 功效 系数 (评分 )qd,。a， 是 在 [0,1j 之 阁 的 某 一 数 。 当 目标 最 满 
意 达 到 时 ,了 到 d, = 1; 当 最 差 时 , 取 cd =0。 通 常 把 描述 d; 与 (外) 的 关系 式 称 为 功效 函数 , 表 
示 为 di 二 di[f;(X)]。 显然 ,对 于 不 同类 型 目标 应 选用 不 同类 型 的 功效 函数 。 

功效 函数 的 构造 方法 很 多 ,有 线性 插值 法 指数 法 .折线 法 等 。 本 书 只 简要 介绍 前 两 种 方 





(1=1,2,3,4) 
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法 。 
(1) 线性 插值 法 
图 4.13 给 出 不 同类 型 且 标 线性 插值 法 的 功效 函数 图 示 。 


> 


ff fh fof 0 ff 


天 
且 : 当 方 季 适当 值 时 ,co 最 大 ;而 f 


} 
f 小 
有 型 ;与 dd, 成 反比 + 
取 炉 值 时 (好过 大 或 过 小 )d; 变 小 


工 型 :六 与 4d, 成 正比 





fh fk 
图 4.13 


利用 线性 插值 法 得 ; 
全 一/4 (目标 最 优 值 为 F) 


I 型 功效 函数 4d, = Se 
大 = 大 (日 标 最 优 人 为 六) 
1 

-a 








了 型 功效 消 数 4, = 


用 型 功效 函数 “4d, = 1， 
1- (ff.)/AF, 
其 中 AF =AF=max! (fi -了 ),(fo 一 了 4)| ,目标 最 优 值 为 区 则 [ ff. 1 


在 丰 型 功效 函数 中 , 当 /= ,时 ,功效 函数 为 
| 一刀 | (目标 最 优 值 为 固定 值 f;) 


4 aj 有 
(2) 指 数 法 
图 4.14 给 出 不 同类 型 目标 指数 法 的 功效 函数 图 示 。 图 中 工 型 .IT 型 重型 功效 函数 的 含 


义 同 线性 插值 法 。 





I 型 
图 4.14 


首先 用 指数 法 构造 工 型 功效 函数 ,可 设 其 表达 式 为 
d=e {e ‘90 bY) 
其 中 bos\ bl 可 这 样 确定 : 
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当 了 达 天 某 一 刚 合 格 值 疡 时 , 取 d' =e 0.367 9; 
当 了 达到 某 一 :不 合格 值 有 时 , 取 4d" =e “0.065 98， 
将 上 述 要 求 代 人 上 式 即 有 


】 
而 三 6 三 ec CN 


-tb +5 内) 
0 -ee -tc Wo 
d=e ze : 


由 此 可 得 


2 
pF FF 
即 得 工 型 功效 函数 
ed 
同 桩 对 卫 型 功效 函数 ,可 取 为 
dl 
对 于 亚 型 功效 函数 , 取 


d= Yi 
式 中 Y= 
这 样 , 当 /= 或 /二 了 时 ,Y= +1,d =。! ,为 刚好 可 接受 的 值 ; 当 = 于 人 时 ,Y=0， 


4=1, 即 了 达到 比较 适当 的 值 。 为 了 确定 * ,可 另 取 一 个 f°, 使 其 与 菜 一 个 活 当 的 4 值 相 对 
应 ,这 时 可 给 出 





如 取 f= /= 二 丰 ,此 时 Y= 二 ,使 其 与 4 =e 性 相对 应 , 则 


In 二 


即 


de Wh Lt ) 


有 了 功效 函数 后 ,对 每 个 目标 都 可 对 应 为 相应 的 功效 函数 ,目标 值 可 转换 为 功效 系数 。 这 
样 ,可 用 各 目标 功效 系数 的 几何 平均 值 作为 评价 函数 , 即 有 


ULF(X)]=[fta, Cf (x)) 1 
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然后 , 极 大 化 几何 平均 纺 效 问题 , 邯 求 解 
max UL F(X)) 

得 最 优 解 互 。 

显然 , U[E(X)] 的 值 等 于 1 是 最 满意 的 ,等 于 零 是 最 差 的。 这 样 定义 评价 函数 有 一 个 好 

一 个 方案 中 只 要 有 一 个 目标 值 太 益 ,整个 评价 值 便 会 下 降 ,该 方案 很 难 被 选中 。 但 这 样 有 
时 也 会 造成 决策 判断 上 的 偏差 。 如 被 评 方案 中 有 一 个 相对 不 太 重要 的 日 标的 功效 系数 为 零 ， 
而 其 他 目标 对 应 的 功效 系数 很 高 , 则 这 时 该 方案 的 评价 值 为 零 ,该 方案 不 会 被 选中 。 鉴 于 这 种 
情况 ,应 构造 新 的 评价 函数 ,或 寻求 新 的 无 量 纲 化 方法 (如 使 功效 系数 的 最 小 值 不 为 零 )。 对 
此 ,已 有 若干 研究 成 果 , 限 于 篇 幅 , 本 书 不 做 详细 介绍 。 


4.2.2 目标 排序 法 


目标 排序 法 的 思想 是 把 目标 按 重要 性 排序 。 设 给 出 的 重要 性 序列 为 fi(X) ff:(¥). 
a 、 了 fo 站) ,然后 按 这 种 排序 逐步 进行 一 系列 单 县 标 优 化 ,最 后 求 出 满意 解 。 

1. 序 列 最 优化 法 

首先 对 第 一 个 目标 求 最 优 ,并 找 出 所 有 最 优 解 的 集合 , 记 为 R ,然后 在 R, 内 求 第 个 目 
标的 最 优 解 , 记 这 时 的 最 优 解 集合 为 R; ,如 此 等 等 ,一 直到 求 出 第 p 个 日 标的 “最 优 解 "X,: 


基本 步骤 如 下 ， 
min fi(X)= fi (X,) 得 最 优 解 集 R, 
xeRtule, ， fo i (FX)= fo (X,1) 得 最 优 解 集 Kl 
en ,fl¥)= f» (X,) 得 X, 为 "最 优 解 ” 


使 用 序列 最 优化 方法 求 得 的 角 X 一 定 是 原 多 目标 规划 的 非 劣 解 ,是 分 层 序列 意义 下 的 最 优 
解 ,然而 这 种 方法 可 能 由 于 某 一 步 上 最 优 解 是 惟一 时 ,以 后 的 目标 优化 就 不 能 进行 下 去 了 。 

2. 宽 客 意 义 下 的 序列 优化 方法 

为 了 避免 R， 为 空 集 或 某 一 步 上 最 优 解 是 惟一 时 不 可 继续 进行 的 困难 ,可 采用 放宽 条 件 
下 进行 分 层 序列 优化 , 即 预先 给 定 sj >0、e,>0、……、e，_， >0 作为 宽容 值 。 这 些 。 是 根据 各 
目标 不同 要 求 预先 给 出 , 它 是 相对 于 这 目标 最 优 值 之 允许 偏差 。 每 一 分 层 单 日 标 优化 是 在 相 
对 最 优 解 有 宽容 量 。 的 约束 集合 中 进行 的 。 基 本 步 又 如 下 ， 


main fi(¥)= fi 
a f(xX)= ff ,R= 上 | f(xX)<f +e, ERI 


XER 


mi SU eR 


XE 


ee p(X)= fo (X,),R,-1= 1X|f, 1(X)< fi te,1, 有 ER :| 
则 XZ， 为 多 目标 | 问题 最 优 解 。 
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4.2.3 交互 规划 法 


评价 函数 法 是 有 局 限 性 的 。 其 一 ,这 种 方法 给 出 的 评价 函数 一 般 较 粗糙 ,难以 精确 地 描述 
它 要 预先 给 出 的 表达 式 ;其 二 ,在 一 些 复 杂 问 题 中 ,客观 存在 的 评价 函数 并 不 能 简单 写 出 ; 其 
三 ,评价 函数 法 需要 一 开始 就 给 出 全 部 评价 信息 ,而 实际 上 这 是 十 分 困难 的 。 很 多 情况 下 , 评 
价 信息 只 能 在 实际 计算 过 程 中 逐步 给 出 。 鉴 于 此 ,就 有 必要 改进 这 种 求解 方法 ,改进 方向 一 是 
预先 不 给 出 评价 函数 的 表达 式 ;二 是 用 和 迭代 算法 求解 ;三 是 求解 过 程 中 加 入 决策 者 的 意见 。 

基于 以 上 考虑 ,国际 上 从 20 世纪 70 年 代 开 始 提 出 了 求解 多 且 标 问题 的 交互 规划 法 。 交 
互 规划 法 是 一 种 采用 分 析 阶 段 和 决策 阶段 反复 交 蔡 进行 的 求解 多 目标 最 优化 问题 的 方法 , 即 
是 一 种 以 分 析 者 的 求解 和 决策 者 的 抉择 相 结合 的 人 机 对 话 式 求解 过 程 。 其 求解 过 程 如 图 4. 
15 所 示 。 


求解 指 今 篇 好 信息 


方 案 方 案 


图 4.15 

交互 式 方法 的 优点 是 ,不 需 事先 知道 全 部 建 模 信息 ,而 是 可 以 在 求解 过 程 中 作 步 完善 , 决 
策 者 参与 求解 过 程 ,根据 自己 的 偏好 向 分 析 者 提供 信息 ,分 析 者 根据 信息 不 断 向 决策 者 提供 方 
案 ,所 得 的 解 是 使 决策 者 满意 的 解 。 

1 .线性 加 权 和 型 交互 法 

以 两 目标 为 例 给 出 该 方法 的 步 又 : 

QD 取 权 系数 2 >0,4 ,>0,41+2 和 ;=1, 求 解 

(P,) min[4', fi.(X) +A 2 万 (已 )] 

设 其 最 优 解 为 入 ' ,相应 目标 值 彤 = f.(X!), f= f,(X!); 

@ 者 决策 者 认为 户 太 大 (对 第 二 目标 值 不 满意 ), 则 增 大 f; 的 权 系数 ,不 妨 令 Mi = 1 一 A, 12 
= 2+A, 其 中 0<A<4'1, 同 理 , 若 决 策 者 认为 f 不 满意 , 则 可 类 似 地 增 大 万 的 权 系 数 ; 

号 求解 (计算 机 ) 

(P) wip AX + s+ A) fCX)] 

得 最 优 解 X? ,相应 目标 值 及 = /1(X?), 太 = 所 (X?), 可 以 证 明 ,此 时 必 有 玉 渤 及 ,月 之 记 , 基 
决策 者 满意 , 则 停止 ,否则 转 @。 

2. 理 想 点 型 交互 法 (STEM 逐步 法 ) 

STEM 逐步 法 是 一 种 迭代 法 。 在 求解 过 程 中 ,每 进行 一 步 ， 分 析 者 把 计算 结果 告诉 决策 者 , 决 
策 者 对 计算 结果 做 出 评价 。 若 认为 已 满意 了 , 则 迁 代 停止 ,否则 分 析 者 再 根据 决策 者 的 意见 进行 修 
改 和 再 计算 ,如 此 ,直到 求 得 决策 者 认为 满意 的 解 为 止 ， 故 称 此 法 为 逐步 进行 法 或 对 话 式 方法 ， 

逐步 法 要 求 多 目标 规划 问题 的 目标 函数 上 (X)J(i =1 '2，…, 轧 ) 为 线性 函数 ,不 妨 设 / {六 ) 


3 cjyzj , 则 逐步 法 的 求解 步 怠 如下。 


WD (初始 步 ) 取 初始 约束 集 R = R ,k=0。 
地 (分 析 步 ) 首 先 通过 求 单 目 标 规划 问题 ,确定 Rt 上 之 理想 点 
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F=f Ff fd 
式 中 * =min f,(X) (i=1,2,.…,p) 
然后 使 用 加 权 理 想 点 法 确定 权 系数 %, 。 并 求解 
(P) min max, AIfCX)-F | 
min ?2 
XER: 
二 品 P 
或 与 之 等 价 的 辅助 问题 (P) Lf KX) fF Sw 
w20 
如 令 户 = max fi( 居 ) ,XX (j 二 1,2,…,) 为 单 自 标 最 优点 ( 即 把 各 单 目 标 最 优点 一 一 代 人 
(XX) 得 一 最 差 值 有 ), 则 利用 线性 自 标 函 数 的 信息 , 权 系数 4, 由 下 式 给 出 ; 
A= 1 
0 


4=1 











经 归 一 化 后 ,得 权 系数 ,= ci /> ye 。 其 中 ,上 式 的 前 一 部 分 是 目标 上 的 最 差 (大 ) 值 和 最 优 
值 的 相对 差 , 它 反映 了 对 在 约束 集中 变化 敏感 的 目标 赋 以 较 大 的 权 ,变化 不 敏感 的 日 标 贱 以 较 
小 的 权 ; 该 式 的 后 一 部 分 是 利用 目标 的 “平均 ”系数 使 之 标准 化 。 

求解 (P) 得 步 最 优 解 [X” 九 ], 则 由 理想 点 法 知 , 当 4; >0 时 ,和 为 多 目标 极 小 化 问 
题 的 弱 有 效 解 。 

@( 决 策 步 ) 若 记 天 =[f( 导 ) … 万 ( 息 )], 问 决策 者 对 Fr 满意 否 ? 若 全 部 满意 , 则 
X* = 形 ,迭代 停止 。 否 则 , 若 有 不 满意 的 目标 , 则 对 满意 目标 放宽 (对 航 小 型 , 增 天 目标 值 》 
放宽 容量 由 决策 者 给 出 。 不 妨 设 决策 者 对 /, (XX ) 已 满意 ,其 余 不 满意 ,决策 者 给 出 的 宽容 度 
为 A。, 即 认为 [,(X* ) + A, 仍 属 满意 , 则 构成 新 的 约束 集合 

| f(X)<f,(X) + A。 。s, 为 满意 目标 下 标 
及 人 = XER: | 
A(X)<F(X) ;为 不 满意 目标 下 标 

置 上 +1= 上 & 转 多。 


逐步 法 每 次 迭代 调整 的 是 约束 集合 R: ,决策 者 只 要 回答 满意 或 不 满意 ,最 终 的 迭代 次 数 
不 超过 次 ,因为 方法 中 要 求 每 一 轮 迭 代 至 少 使 一 个 不 满意 的 目标 改善 成 满意 。 对 于 极 大 化 
问题 的 求解 步骤 ,读者 完全 可 以 仿照 给 出 。 
例 4.9 用 STEM 逐步 法 求解 下 述 多 目标 极 小 化 问题 ; 
min fi(X)= — xz, 
min fi(X)= 一 0.4zl —0.3r, 
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2r1 + Ts<:500 
20,r 志 0 
解 记 X=fz， x;]', 按 STEM 逐步 法 的 求解 步骤 先进 行 分 析 阶 段 : 
第 1 步 , 分 别 对 两 个 单 目标 进行 极 小 化 ,有 
min f1{X)= — zx, y 
nad 得 极 小 解 X=[250 0]7 
Ma 万 (下 ) = -0.4zr 一 0.3x， 
XER 
因为 居中 产 X' ,进行 第 2 步 ,计算 各 目标 值得 
fr =f(X")=250 7= 太 (2)= -100 f=f(¥")= -100 
f=f(X°)= -130 则 A=maxif? ,ft=-100 f=maxify, fi '= -100 
由 权 系 数 求解 公式 ,有 
_-250-(-100)， 1 
-250 “人 /i 
_ —130- (~ 100) 1 


x1 + 1400 
S,t. 


得 极 小 解 Xe2 =f100 300] 





)=0.6 





a2 0 (6 5 
因而 得 权 系数 
= 元 并 =0.565 2,A2 = za 0.434 8 
求解 辅助 问题 
min w 
XER 


0.565 2( -zl+250) 扫 zzb 
0.434 8{ -0.4z —0.3z;+130)&w 
也 之 0 
可 得 最 优 解 
X=[230 40]' 
相应 的 县 标 丽 数值 
fi(XV)= -230 f,(XV)= -104 
现在 进行 第 3 步 , 转 人 次 策 阶 段 。 请 决策 者 比较 上 述 参 考 目标 值 和 理想 日 标 值 fr = -250, 
户 = -130。 今 设 决策 者 认为 对 目标 fi 已 满意 ,对 目标 f, 不 满意 。 决 策 者 为 改善 目标 ,党 
虑 给 出 满意 目标 fi 的 最 大 宽容 量 A, =30。 由 此 ,构造 新 约束 集 
-wxS-230+30 
-0.4zi -0.3z 扫 -104j 
令 al=0, 则 w; =0.461 5, 故 得 新 的 权 系 数 
A1=0 A,=1 
再 求解 下 述 辅助 问题 : 


R' -1xeR 
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{min wr 
{XER! 
哎 
一 0.47i 一 0.3zr， 二 130<.zw 


0 





得 最 优 解 
X={200 100]7 
相应 的 目标 值 
A(X )= -200 f(xX*)= 一 10 
否则 ,问题 无 满意 解 。 
转 人 决策 阶段 ,再 请 决策 者 比较 上 述 参考 目标 值 和 理想 目标 值 , 设 决策 者 认为 对 两 个 目标 
均 已 满意 , 则 求解 结束 ,得 满意 解 
发 =[200 100 玉 
和 相应 的 目标 值 
F=[-200 -110] 
利用 交互 规划 法 求解 多 目标 规划 问题 只 需 决 策 者 提供 有 关上 问题 的 局 部 偏爱 信息 ,而 不 需 
预先 知道 偏爱 的 全 部 信息 。 同 其 他 方法 相 比 , 交 筷 规划 有 更 少 的 限制 性 假设 ,决策 者 参与 问题 
的 解决 过 程 , 因 而 所 得 解 是 决策 者 满意 的 。 不 足 之 处 在 于 ,所 得 解 过 分 依赖 于 决策 者 提供 的 局 
部 偏爱 信息 的 准确 件 , 而 且 在 不 多 的 交 筷 次 数 中 ,一 般 难 以 得 到 令 人 满意 的 解 。 


习 题 


4.1 某 三 生产 ABC 三 种 产品 ,有 关 数 据 如 表 4.4。 
褒 4.4 


工厂 生产 能 为 (rb) 单位 利润 (万 元 AD) 
250 


3 5 
1 7 
4 3 420 


又 知 工厂 每 月 正常 开工 能 力 为 208 h。 市 场 需要 尽 可 能 多 的 A 产品 , 问 应 如 何 安排 下 月 的 生产 计划 ,可 在 沪 
免 开工 不 足 的 条 件 下 ,使 工人 加 班 时 间 尽 量 地 少 ;工厂 获得 最 大 利润 ;满足 市 场 对 A 产品 的 尽 可 能 多 的 党 求 ? 
试 列 出 本 问题 的 数学 模型 。 

4.2 某 社会 群众 团体 筹建 技术 学 院 为 企 龙 业 单位 培训 干部 ,招收 专修 班 和 研究 班 两 类 学 员 ,学 院 现 有 专 
业 课 教师 36 人 ,基础 课 教师 42 人 ,专修 班 每 100 名 学 员 需 专业 课 教 师 2 人 ,基础 课 教 师 3 人 ;研究 班 每 100 
名 学 员 需 专业 课 教师 6 人 ,基础 课 教师 4 人 ,学 员 由 拒 单位 缴纳 路 训 费 ,专修 班 每 人 4 千 元 ,研究 班 每 人 5 千 
元 。 根 据 设 备 条 件 ,研究 班 人 数 不 能 超过 专修 班 人 数 的 一 半 ， 

现在 学 院 需 制定 规划 , 即 两 类 学 员 各 录取 若干 人 , 设 定 的 目标 依次 是 ;中 培 训 费 收入 设 定 5 000 千 元 ,但 
越过 更 好 ;名 专修 班 人 数 设 定 1 000 人 , 越 接近 越 好 ;@@ 研 究 班 人 数 设 定 400 人 , 越 接近 越 好 。 试 列 出 该 问题 
的 目标 规划 模型 。 

4.3 在 图 4.16 中 标 出 有 效 解 集合 Ri; , 弱 有 效 解 集合 R* 以 及 单 目标 的 最 优 解 集合 Ri 'R? Ri 。 

4.4 用 线性 加 权 和 法 求解 

{VMP)V— min(fi (X). fo(X)) 






下 月 市 场 需求 (1) 
240 
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式 中 

F(X)= “Xl — 8z, 

f(xX)= -6x1 2 
(3xr1 +8r2 Si2 
ri1 + Xx 和 2 

s.t. 
2X1 3 
zi 0, x 0 





图 4.16 


取 1 = 和 = 广 


4.5 在 4.1 题 中 , 若 要 求 总 利润 尽量 接近 月 =3 000 万 元 为 第 一 优先 ,总 工时 尽量 接近 六 = 208 h 和 入 
产品 产量 尽量 接近 户 =250 + 为 第 二 优先 ;同时 决策 者 还 建议 总 利润 超过 与 不 足 f 的 权 系数 分 别 为 0.2 和 
0.8; 总 工时 必须 尽 可 能 达到 或 超过 其 目标 值 及 ;A 产品 产量 超过 与 不 足 f 的 权 系 数 分 别 为 0.4 和 0.6、 坛 
制订 该 三 下 月 的 生产 计划 。 
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用 图 与 网 络 技术 


第 5 章 图 与 网 络 分 析 


在 现代 管理 中 ,经 常 碰 到 各 式 各 样 的 图 与 网 络 ,诸如 交通 道路 图 .生产 流程 图 .煤气 管道 图 
等 。 这 些 图 与 网 络 ,不 论 名 称 .内容 如 何 , 都 具有 两 个 基本 要 素 :一 是 被 研究 的 对 象 , 如 车 站 等 ， 
通常 用 点 来 表示 ;二 是 所 研究 对 象 之 间 的 某 种 特定 关系 ,如 两 车 站 之 间 的 距离 ,通常 用 点 与 点 
之 间 的 联 线 表示 。 图 与 网 络 理论 就 是 搬 开 各 种 各 样 的 具体 内 容 来 讨论 这 种 由 点 , 线 组 成 的 抽 
象形 式 的 图 ,从 中 研究 其 一 般 规律 以 及 典型 问题 的 定性 .定量 分 析 方法 和 算法 。 


5.1 基本 概念 


图 论 中 图 是 由 点 及 点 与 点 之 间 的 联 线 构成 , 它 可 以 反映 一 些 对 象 之 间 的 关系 。 

例如 ,甲乙 、 丙 、 丁 \ 成 五 个 足球 队 , 它 们 之 问 比赛 的 情况 ,可 以 州 医 表示 出 来 。 已 知 甲 队 
和 其 他 各 队 都 赛 过 一 次 , 乙 队 和 甲 两 队 赛 过 , 丙 队 和 甲 .Z.、 丁 队 赛 过 , 丁 队 和 甲 再、 戊 队 赛 
过 ,成 队 和 甲 . 丁 队 赛 过 。 为 了 反映 这 个 情况 ,可 以 用 点 v,、w,、v3、vs .ws 分 别 代表 这 五 个 队 ， 
菜 两 个 队 之 间 比 赛 过 ,就 在 这 两 个 队 所 相应 的 点 之 间 联 一 条 线 , 这 条 线 不 过 其 他 的 点 , 称 为 边 ， 
图 论 中 的 边 通常 用 e; 表示 ,如 图 5.1 所 示 。 

从 上 面 的 例子 可 以 看 出 ,图 可 以 很 好 地 描 
述 、 刻 画 对 象 之 间 的 特定 关系 。 在 一 般 情况 下 ， 
图 中 点 的 相对 位 置 如 何 ,点 与 点 之 间 联 线 的 长 
短 赐 直 , 对 于 反映 对 象 之 间 的 关系 并 不 是 重要 
的 。 可见, 图 论 中 的 图 与 几何 图 、 工 程 图 是 不 同人 
的 。 

假如 把 上 面 的 例子 中 “相互 比赛 "的 关系 改 
成 “ 球 队 间 的 胜 负 关 系 ”, 那么 ,只 用 两 点 的 联 线 乙 (vz) ”ez 丙 (o) 
就 很 难 刻 通 他 们 之 间 的 关系 了 。 为 了 反映 这 -一 
类 关系 , 可 以 用 一 条 带 箭头 的 联 线 表示 。 如 球 
队 vi 胜 了 球 队 v,, 可 以 从 v, 引 一 条 带 箭头 的 
联 线 到 u,。 图 5.2 反映 了 五 个 球 队 比 赛 的 胜 负 情 况 。 可 见 ,v, 三 胜 一 负 ,v, 三 场 全 负 等 等 。 
类 似 胜 负 这 种 非 对 称 性 的 关系 ,在 生产 和 生活 中 是 常见 的 ,如 城市 交通 道路 中 的 “单行 线 ”"“ 师 

综 上 所 述 ,一 个 图 是 由 一 些 点 及 一 些 点 之 间 的 联 线 ( 带 箭头 或 不 带 箭 头 ) 所 组 成 。 记 为 G 


成 (v5) 





图 5.1 
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=(V,E) 或 D=(《V,A)。 其 中 ,V= 11,v,,…,,! 表 小 
点 的 集合 ,下 = ie ,e;,…' ,em1 表 未 边 的 集合 ,A = ic 4a;， 
…，*an 上 表示 弧 的 集合 。 以 下 就 结合 上 述 例子 介绍 网 络 技 
路 "本 中 一 些 常用 的 基本 概念 。 
1. 边 与 弧 、 无 向 图 与 有 向 图 
把 两 点 之 间 不 带 箭头 的 联 线 称 为 边 , 带 箭头 的 联 线 称 
为 踊 。 若 一 个 图 G 是 由 点 及 边 构 成 , 则 称 之 为 无 向 图 , 江 


v2 . 为 G=(V,E)。 一 条 联结 点 v, 、v, EV 的 边 记 为 e,= wv,， 
图 5.2 bv,]{ 或 [5 ,v,]), 称 ei 是 点 v UU) 的 关联 边 。 如 网 5.1 中 ， 


ese=[v,vs]。 

若 一 个 图 忆 是 由 点 及 弧 所 构成 , 则 称 为 有 向 图 , 记 为 = (V,A)。 一 条 方向 是 从 vw 指向 
几 的 弧 记 为 (5, ,wv,)。 如 图 5.2 中 ,(v1,v;) 是 一 条 从 vi 出 发 到 由 的 弧 。 

2. 链 与 路 ,图 与 回路 

在 无 向 图 中 , 若 存 在 一 个 点 边 交错 序列 (v; 是 6， = 
[oi ,vi (z=1,2,… ,一 1), 则 称 之 为 一 条 联结 5 和 必 的 链 , 记 为 (ww ,wv 0 
= ww ，, 则 称 之 为 圈 。 如 在 图 5.1 中 ,(w1 ,oa omyuos) 就 是 一 条 链 ,而 (ww oo oo ) 就 是 
一 个 图 。 

在 有 问 图 DD 中 ,者 存在 一 个 点 弧 交 错 序列 (ws ;QQ 的 
始点 为 ui ,终点 为 v;， , 记 为 a, = (v; ' 凡 -17; 则 称 这 条 点 弛 的 交错 序列 为 从 bv, 到 v, 的 - -条 
路 , 记 为 (w ,wo ,…, vw )。 车 路 的 第 一 点 和 最 后 一 点 相同 , 则 称 之 为 加 路， 如 存 图 5.2 中 ， 
Cov 02) 02 902503) ,v2.003403) ,v4) 是 从 vy) 到 vs 的 路 ,而 (ni (wo oo (9, v0), 
uvo)o) 则 是 一 个 回路 。 

链 与 路 中 的 点 互 不 相同 , 则 为 初等 链 (路 )。 以 后 说 到 的 链 与 路 , 均 指 初等 链 ( 路 ) ,类似 可 


定义 初等 图 (回路 )、 
3. 连通 图 与 支撑 子 图 y 


图 G 中 , 若 任 何 两 个 点 之 间 至 少 有 一 条 链 , 则 称 (; 是 
连通 图 ,否则 称 为 不 连通 图 ,如 图 5.1 是 一 个 连通 图 。 

给 定 一 个 图 G=(V,E), 兰 图 G =(V,F), 鸽 V= ww "1 
VV 及 E CE, 则 称 G 是 G 的 一 个 支撑 子 图 ,如 图 5.3 就 足 
5.1 的 一 个 支撑 子 图 。 

4. 赋 权 图 与 网 络 


对 于 一 个 无 向 图 G 的 每 一 条 边 , 或 对 于 有 向 图 D 的 每 
一 条 弧 , 相 应 有 一 个 权 数 w, (或 c;), 则 称 这 样 的 图 为 赋 权 53 


图 。 
网 络 一 般 是 指 一 个 弧 上 有 某 种 所 谓 “ 流 转 物 "流动 的 有 向 图 。 实际 生活 中 ,这 种 具有 流动 
物 的 有 向 图 一 一 网 络 是 很 多 的 ,常见 的 网 络 如 表 5.1 所 示 。 
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表 5.1 





弧 ( 分 支 》 









a 二 
机 场 | 空中 航线 《机 
泵 站 | 管道 液体 
电报 馈 电 维 出 报 


通信 线路 





在 实际 中 ,每 个 弧 上 对 流动 的 流转 物 都 有 流转 能 力 限 制 。 例 如 ,每 段 公路 上 都 有 最 大 车 流 
量 的 限制 ,每 根 管道 上 都 有 通过 最 大 流量 的 限制 ,把 这 种 流转 能 力 的 限制 称 为 弧 .上 的 容量 。 男 
外 ,在 实际 问题 中 ,通常 有 -~ 点 是 发 点 , 男 有 一 点 是 收 点 ,其 余 为 中 间 点 。 这 样 就 给 出 网 络 的 如 
下 定义 :在 有 向 图 D=(V,A) 中 ,w, 为 起 点 ,v, 为 终点 ,而 对 每 一 弧 (v,,v)EA 醋 以 量 c, >0 
称 为 弧 的 容量 , 则 称 这 样 的 有 向 图 为 一 个 网 络 , 记 为 D=(V,A,C)， 


5.2 最 小 支撑 树 问 题 


在 各 式 各 样 的 图 中 ,有 一 类 图 是 极其 简单 然而 却 是 很 有 用 的 ,这 就 是 树 。 所 谓 峙 就 是 一 个 
无 圈 的 连通 图 。 在 树 图 中 ,只 要 任意 再 加 上 一 条 边 , 必 然 会 出 现 圈 , 而 桂 图 中 任何 二 个 节点 之 
问 有 一 条 且 仅 人 存 一 条 惟一 的 链 。 也 就 是 说 , 若 去 掉 任 一 条 边 ,那么 连通 图 就 被 破 未 ,因此 权 图 
是 边 数 最 少 的 连通 网 。 

设 图 了 =(Y,E ) 是 图 G=(V,E) 的 支撑 子 图 。 若 图 二 =(V.E ) 是 一 个 树 图 , 则 称 工 
是 G 的 一 个 支撑 树 。 

所 谓 最 小 支撑 树 问题 就 是 在 一 个 赋 权 的 连通 的 无 向 图 G 中 找 出 一 个 支撑 树 ,并 使 得 这 个 
文 撑 树 的 所 有 边 的 权 数 之 和 为 最 小 。 

这 里 所 说 的 “ 权 " ,是 指 与 边 有 关 的 数 其 指标。 根据 实际 问题 的 党 要 ,可 以 赋予 它 不 同 的 含 


义 ,如 距离 .时间 .费用 等 。 
5.2.1 求解 最 小 冯 撑 树 问 题 的 破 圈 法 
这 种 算法 的 具体 步骤 为 : 


二 在 给 定 的 赋 权 的 连通 图 上 任 找 一 个 周 ; 


名 在 所 找 的 圈 中 去 掉 一 条 权 数 最 大 的 边 ( 若 有 两 条 或 两 条 以 上 的 边 都 是 权 数 最 大 的 边 , 则 
任意 去 掉 其 中 一 条 ); 


人 车 所 余下 的 图 已 不 含 圈 , 则 计算 结束 ,所 余下 的 图 即 为 最 小 支撑 树 ,否则 ,返回 只， 

例 5.1 某 大 学 准备 将 所 属 7 个 学 院 办 公 室 的 计算 机 联网 。 这 个 网 络 的 可 能 联通 的 途径 
如 图 5.4 所 示 。 图 中 mm 、…… ,vz 表示 了 个 学 院 办 公 室 ,图 中 的 边 为 可 能 联网 的 途径 , 边 上 所 
赋 权 数 为 这 条 路 线 的 长 度 , 单 位 为 百 米 。 试 设计 一 -个 网 络 联通 7 个 学 院 办 公 室 , 并 使 总 的 线路 
长 度 为 最 短 。 

解 这 个 问题 实际 上 是 求 图 5.4 的 最 小 支撑 冉 , 有 具体 步骤 为 ， 

由 在 图 G 中 找到 一 个 图 (w ,v6 ,v7,v,) ,去 掉 其 中 权 最 大 的 边 (w ,wv ) ,得 图 Ci 

马 在 图 G, 中 找到 一 个 圈 (us ,os ,us yo ,ba ) ,去 掉 其 中 权 最 大 的 边 {u, ,us ) ,得 图 Ga ; 
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在 图 G, 中 找到 -~ 个 图 (wv; ,v3 ,vs ,v1,v;), 去 掉 其 中 权 最 大 的 边 (v; ,v1), 得 图 G;，; 

中 在 图 G; 中 找到 一 个 圈 (oa ,vs ,v6 ,v7,53), 去 搜 其 中 权 最 人 的 边 (v; ,v6), 得 图 G，,; 

@ 在 图 6G, 中 找到 一 个 图 (wv, ,v;,v;,v;) ,去掉 其 中 权 最 大 的 边 (v3 ,vy) ,得 图 G;; 

电 在 图 Gs 中 已 找 不 到 任何 一 个 园 了 , 则 Gs 即 为 图 G 的 最 小 支撑 树 , 如 图 5.5 所 示 。 

这 个 最 小 支撑 树 的 所 有 边 的 总 权 数 为 3+3+3+1+2+7=19, 即 该 校车 按 图 5.5 的 设 
计 , 可 使 此 网 络 的 总 的 线路 长 度 最 短 , 共 1900 米 。 





图 5.4 
5.2.2 求解 最 小 支撑 树 问题 的 避 圈 法 
这 种 算法 的 具体 步骤 为 : 


QD 在 赋 权 图 中 , 任 选 一 点 v, , 找 出 所 有 与 w 相关 联 的 权 最 小 的 边 (w ,ww ) ,得 点 岂 

凶 把 所 有 顶点 分 为 互补 的 二 部 分 和 巧 , 其 中 X 表示 与 已 选 的 边 相 关联 的 点 集 ,又 是 不 与 
已 选 的 边 相 关联 的 点 集 ; 

图 考虑 这 样 的 边 (ww ) ,其 中 四 EXu 入驻 ,挑选 其 中 权 最 小 的 边 ; 

@ 重 复 第 ®@ 步 ,直至 全 部 顶点 皆 属 于 XX(XX = 二 )。 

例 5.2 用 避 轿 法 求 下 述 赋 权 图 (图 5.6) 的 最 小 支撑 树 。 

解 也 任 选 一 点 01 , 挑 与 之 相关 联 的 权 最 小 的 边 (w ,v,)。 

多 所 有 顶点 可 分 为 互补 的 二 部 分 ;X = joyooi 总 = oo vc! ,从 过 (oa ,v4 )、(v,， 
5)(uzsos)》 (wu3) 中 挑 其 中 权 最 小 的 边 (wu ,ws )。 

顶点 集 分 为 互补 的 二 部 分 :X= joy 用 天 = | www 从 边 (u os》 (om ,vs)、 
《wo4) 中 ,挑选 其 中 权 最 小 的 边 {w ,ww )。 

曲 顶 点 集 分 为 互补 的 二 部 分 ;和 = joy yo 由 用 过 = [vs ,vel。 从 询 (04 ,v06)、(v, ,vs)、 
(v4, vs) oo) 中 ,挑选 其 中 权 最 小 的 边 {w ,Us )o 

思 顶 点 集 分 为 互补 的 二 部 分 :X = 和 ,vw3,v3,04,vs1, 训 = | v4。 从 这 (v4 ,v6), (vs ,v6) 
中 ,挑选 其 中 权 最 小 的 边 (us ,v6), 由 于 此 时 娃 =$, 所 以 ,经 上 述 步骤 所 挑选 的 边 构 成 的 网 , 即 
为 图 5.6 的 最 小 支撑 树 ,如 图 5.7 所 示 。 
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5.3 最 短路 问题 


最 短路 问题 是 在 个 网 络 ( 赋 权 有 向 图 ) 中 寻找 从 起 点 到 某 个 节点 之 间 一 条 最 短 的 路 线 。 
图 5.8 表示 城市 v 至 城市 u 之 间 的 公路 系统 的 网 络 。 弧 上 的 数字 表示 公路 长 度 , 现 欲求 出 ov 





5.8 
求解 上 述 最 短路 问题 ,一 种 简单 想法 是 找 出 v, 至 w 所 有 可 能 的 通路 ,比较 路 的 长 度 ,确定 
路 长 最 短 的 一 条 。 但 实际 问题 网 络 比较 复杂 ,一 -- 枚 举 所 有 通路 的 工作 时 往往 非常 大 ,这 样 枚 
举 方法 是 行 不 遂 的 ,只 有 利用 一 些 特殊 的 方式 求解 。 


5.3.1 最 短路 问题 的 Dijkstra 解法 

Dijkstra 方 法 是 米 解 最 短路 问题 的 有 效 方法 之 一 。 其 基本 妃 想 是 :从 起 点 vu, 开始 逐步 计 
算 从 ww 到 网 络 各 中 间 点 的 最 短路 ,逐步 外 推 直至 算出 " 至 终点 ， 的 最 短路 。 算 法 过 程 可 
直接 通过 在 网 络 图 上 巡 步 标号 完成 ,如 果 已 求 出 由 至 ww 的 最 短路 ,好 可 给 点 ， 标 上 号 [a, ， 
Bl。 第 一 个 标号 a, 表示 wi 至 uv 点 最 短路 的 路 长 ,第 二 个 标号 8 玫 示 由 至 ”的 最 短路 中 
之 前 接点 为 由 , 若 给 终点 wu 标 上 号 [a., 8.], 则 表示 已 求 出 ww 至 w 的 最 短路 ,其 最 短路 长 为 
wx ,最 短路 径 可 根据 标号 8 反 向 追踪 而 得 。 

算法 基本 步骤 如 下 。 

WD 首先 对 起 点 w 标 导 [a ,8 ], 即 计算 w 至 w 的 最 短路 ,最 短路 长 为 零 ,标号 w =0， P=1. 
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凶 将 网 络 中 所 有 顶点 分 成 已 标号 和 未 标号 两 类 。 EX 表示 w, 是 已 标号 点 , 即 已 求 出 v， 
一 上 的 最 短路 。w EX 表示 vw, 是 尚未 标号 点 , 即 尚 未 求 出 四 一 w 的 最 短路 。 考 虑 网 络 中 所 有 
这 样 的 弧 

(v,,v,)E(X,X) 
即 由 已 标号 点 w 出 发 流向 未 标号 点 上 的 红 , 若 这 样 的 弧 不 存在 , 即 集合 (X, 束 ) 是 空 集 时 , 表 
示 所 有 点 都 已 标号 , 即 终点 v, 也 标 上 号 ,算法 完成 ,ui; 至 上 的 最 短路 径 可 由 ， 的 第 二 标号 起 
反 向 追踪 而 得 , 即 v, 前 一 点 是 vs ,再 由 vs 的 第 二 个 标号 确定 vg 之 前 一 点 ,一 直 反 推 至 w ,就 
得 ww 至 ww 的 一 条 最 短路 ,其 路 长 为 <,。 
鲜 若 (X,X) 非 空 ,计算 








包 i 下 
其 中 ze， ,为 弧 (w ， i) 之 长 度 , 得 一 未 标号 顶点 v 。 
外 对 顶点 内 标号 [w ,BB ] ,其 中 
wo =0 + wi sb, = 
表示 v, 至 几 最 短路 已 求 出 ,v; 点 由 未 标号 点 变 成 已 标号 点 ,重复 @。 
现 以 图 5.9 所 示 最 短路 问题 为 例 说 明 上 述 算法 的 具体 步骤 。 


[250,1] 





QD 给 ov, 标号 [0,1]。 


DX = |v,}, X= ,v3 v4 vs Ue! 0 检查 弧 (v ,wo )、 (v1,v03), 计算 
mini0+ 250， 0+400| =250 


DX- lv ,vl 多 = | U3 ,2405 52U6 上 ,检查 弧 (u， ;03)、(v2,03)、(v;,v4) ,计算 
min{0 + 400,250+ 100,250 + 300| = 350 
则 给 v3 标号 [350,2]。 
DX= | » 3 ;U3 | , 半 = jos vs » U5 : ,检查 弧 {u， ,U4) (us 0a) (53 ,05 ,计算 
min{250 + 300,350+ 150,350+275| = 500 
则 给 w 标号 [500,3]。 


四 X= v0, v03 00} ,= os ,ve | ,检查 强 (v3 ,vs) (us ,vs)、(v,,v6), 计 算 
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min!350 + 275, 500 + 100, 500 + 200} = 600 
则 给 vs 标号 [600,4]。 
X= jo ;0;00040040051, 针 = 1v6! ,检查 弧 (w4 ,v6)、(vs ,v6), 计 算 
min} 500 + 200,600 + 1S01 =700 
则 给 w 标号 [700,4] ,算法 完成 。 
由 v6 之 第 二 个 标号 起 反 回 追踪 得 
&6 一 央 一 U4 一 U 一 则 | 
即 得 由 至 v6 的 最 短路 为 
UU LU 


最 短路 长 ce =700。 
5.3.,2 最 短路 问题 模型 的 应 用 


最 短路 问题 模型 不 仅 能 解决 寻找 最 短 距离 问题 ,对 - - 些 其 他 类 型 的 庶 几 问题 ,如 设备 更 
新 .投资 决策 .计划 安排 等 也 能 求解 。 在 这 些 问题 中 ,网络 中 的 弧 长 x 不 再 表示 距离 ,而 足 表 
示 费 用 .时 间 等 经 济 量 。 

例 5.3( 设 备 更 新 问题 )〗 某 广 使 用 一 种 设备 ,每 年 年 初 设备 科 需 要 对 该 设备 的 更 新 与 合 
作出 决策 。 若 购置 新 设备 ,就 要 支付 购 锋 费 用 ; 若 继 续 使 用 旧 设 备 , 则 需 支 付 维修 费 , 设 备 使 用 
的 年 数 越 长 ,每 年 所 需 的 维修 费 就 越 多 。 现 若 第 一 年 年 切 购 置 了 一 台新 设备 , 问 在 5 年 内 如 何 
制定 设备 更 新 计划 ,以 便 使 新 设备 购置 费用 和 旧 设 备 维修 费 的 总 费用 最 小 ? 已 知 设备 在 5 午 
内 各 年 初 的 价格 ( 表 5$.2) 及 没 备 使 用 不 同年 数 的 维修 费 ( 表 5.3)。 

表 5.2 












费用 名 











解 ”首先 建立 一 个 网 络 模型 (图 $. 10) 描 述 此 更 新 问题 。 其 中 
有 三 yb v3, V4 Vs ve 
E=|(w 0) ,=12,,57) =2,.,6,1< 咱 
节点 yi vz .vs 相当 于 第 1、.2、…… ,5 年 的 年 初 ,v。 相当 于 第 5 年 年 本 。 
网 络 图 中 的 张 (v, , v, ) 相 当 于 第 ; 年 年 初 购买 一 台 设备 一 直 用 到 第 ; -1 年 年 末 。 
网 络 图 中 每 一 条 从 v, 至 ww 的 路 表示 一 种 可 能 的 没 备 更 新 方案 ,例如 路 v1 v3 us vo 相当 
于 第 1 .3 .5 年初 购买 设备 这 一 方案 。 
网 络 弧 上 的 数 可 按 如 下 法 则 给 出 ; 
(vi, 电 ) 上 数 zw = 第 ;年初 设备 购 头 费 + (1 - 门 年 里 的 维修 费 


=@, + {b+ ht th,.,) 
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例如 , 弧 (w ,ws ) 表 示 第 2 年 初 购买 一 台新 设备 ,使 用 至 第 4 年 底 ,相应 购买 费 为 11 ,维修 
费 为 S+6+8=19, 弧 (ua ,ws) 上 的 数 w, ;= 30。 

这 样 ,制定 一 个 最 优 设 备 更 新 方案 的 问题 就 等 价 于 寻求 图 5.10 中 由 至 w 的 最 短路 问 
题 ,使 用 Dijstra 算法 得 上 述 问题 的 最 短路 为 ww ws we , 即 第 1、4 年 初 购 买 设备 ,五 年 最 佳 总 费 
用 为 53。 





图 5.10 
例 5.4( 生 产 安 排 问题 ) 某 公司 欲 尽 快 生产 出 一 新 产品 去 占 争 市 场 。 研 制 这 新 产品 需 经 
过 设计 、 试 制 ,生产 及 调拨 三 个 阶段 ,而 每 阶段 可 以 以 正常 和 应 急 二 种 水 准 进行 。 每 阶段 在 这 
二 种 水 准 上 所 需 时 间 由 表 5.4 给 出 。 现 有 8 万 元 经 费 可 供 使 用 ,每 阶段 中 采用 不 同 水 准 进 行 
的 费用 如 表 5.5 所 示 。 试 确定 在 预算 经 费 的 限制 下 ,每 阶段 按 什么 水 准 进行 才能 使 新 产品 投 
放 市 场 的 时 间 最 短 ? 


表 5.4 (天) 
试制 生产 与 调拨 

3 | 5 

应 急 2 | 2 3 


生产 与 调拨 
3 


1 








4 





解 ” 对 于 所 述 问题 可 用 图 5.11 所 示 的 网 络 描述 ,每 条 统 ( ;J ) 表 示 某 阶段 以 某 种 水 准 
进行 工作 。 例 如 ,(w ,wz ) 表 示 以 正常 水 准 进行 设计 阶段 工作 ， (us ,us) 表 示 以 应 急 水 准 进 行 生 
产 与 调拨 阶段 工作 。 

节点 表示 整个 工作 开始 ,节点 v1, 表 示 上 整个 工作 完成 。 每 个 节点 v; 上 括号 中 数字 (S.) 
表示 从 v; 开始 尚 有 经 费 S, 万 元 可 使 用 。 

弧 (w ,v,) 上 所 标 zw (5 ) 表 示 w, 是 完成 (w ,5 ) 的 时 间 ,5, 表示 完成 (v; ,v,) 所 和 需 的 费用 ， 
满足 S; -已 =S 。 而 弧 (osyop) (usyoo) (oo， v12)、《wus v1z) 并 不 表示 实际 工作 。 它 们 表 
不 添加 的 虚 工 作 , 只 是 为 了 使 网 络 有 一 个 共同 的 终点 ,所 以 这 些 弧 上 rey =0,6; =0, 

上 述 问题 每 一 个 可 行 的 计划 方案 都 表示 为 网 络 中 w 至 vu 的 一 条 通路 ,而 网 络 中 每 -- 通 
路 也 表示 一 个 可 行 的 计划 方案 (不 超过 预算 费 )。 例 如 ， 由 ~ 加 一 4 一 Unou 表 示 正 常 水 准 设 
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计 , 应 急 水 准 试 制 ,正常 水 准 生 产 与 调拨 。 这 样 ,上 述 导 求 最 佳 计划 安排 问题 就 转化 为 网 络 中 
求 vu, 至 v1 的 最 短路 问题 。 使 用 标号 算法 得 出 最 短路 为 
UU YU UO U2 
UU YU TU TU 
最 短路 长 为 10。 即 最 优 计划 安排 有 二 个 
QD 应 急 水 准 设计 一 正常 水 准 试制 一 正常 水 准 生 产 ; 
@ 正 常 水 准 设计 一 正常 水 准 试制 一 应 急 水 准 生 产 。 
两 种 方案 均 需 用 时 间 10 天 。 





设计 阶段 试制 阶段 ”生产 调拨 阶段 虚 工 作 


图 5.11 


5.4 最 大 流 问 题 


在 研究 网 络 问题 时 ,经 常 遇 到 在 网 络 系统 中 运送 “流转 物 " 的 问题 。 交 通 系 统 网 络 中 ,每 条 
弧 表 示 一 段 通路 ,每 一 个 节点 则 表示 交叉 道路 , 网络 中 运送 的 流转 物 为 车 辆 。 通 信 系 统 网 络 
中 ,节点 表示 中 转 站 , 弧 表示 中 继 站 之 间 的 通信 线路 ,网 络 中 运送 的 流转 物 是 信息 。 无 论 是 公 
路 系统 还 是 通信 系统 ,每 段 弧 上 人 允许 通过 流转 物 的 能 力 是 有 限 的 。 这 种 限制 称 为 弧 上 的 容量 ， 
弧 (u 六 ,由 ) 上 容量 用 c, 表示 。 现在 讨论 只 有 一 个 发 点 和 一 个 收 点 的 网 络 系统 ,假设 要 把 起 点 的 
一 批 流转 物 运送 到 终点 去 ,在 每 一 弧 上 通过 流转 物 的 总 量 不 能 超过 这 条 狐 上 的 容量 .问题 是 应 
该 怎样 安排 运送 ,才能 使 从 起 点 运送 至 终点 的 总 量 达 到 最 大 ? 这 样 的 问题 就 称 为 网 络 上 最 大 
流 问题 。 

图 5.12 表示 一 个 典型 的 最 大 流 问题 。 图 中 网 络 表示 城市 v1 和 城市 w 之 间 的 公路 系统 ， 
其 中 wm wa .v4、vs 是 公路 系统 内 的 4 个 城市 , 弧 上 的 数字 表示 容量 ,问题 是 如 何 确定 每 条 公路 
《uw ,v;) 上 通过 的 运输 量 , 使 v, 至 wm 的 运输 量 最 大 。 
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图 5.12 


5.4.1 网 络 流 的 基本 概念 与 基本 定理 


考虑 网 络 最 大 流 问题 时 ,只 关心 通过 网 络 的 流转 物 的 总 量 及 其 通过 旋 式 , 姑 每 段 弧 上 应 分 
配 通 过 多 少量 ,至 于 流通 物 本 身 是 什么 是 无 关 紧 要 的 ,这 样 就 产生 网 络 中 抽象 的 “ 流 " 的 概念 ， 

以 下 先 介绍 网 络 流 的 有 关 概 念 。 

1. 流 

这 是 指定 义 存 弧 集 4= 1(v;,v,) 上 的 一 个 函数 f= /(w,,v,), 通 常 记 为 1f 1, 每 个 了, 称 
为 弧 (v; ,v,) 上 的 流量 。 

2. 可 行 流 

1f, 1 为 网 络 上 一 个 流 , 它 应 满足 容量 条 件 和 平衡 条 件 。 

1) 容 量 条 件 ”对 每 一 强 (v,,v,)EA,0<f, ec,。 

2) 平 衡 条 件 ”经 过 中 间 点 的 流入 量 等 于 流出 量 ， as u; 需 满足 : 


2 汕 fo 


{oe 1 YEA 


车 网 络 起 点 为 v,， ,终点 为 ,出 一 个 可 行 流 的 总 流量 为 


to 2 oi fn Mh 
(Co 2 je 5 
式 中 VJ) 各 为 这 个 可 行 流 的 流量 , 即 发 表 的 净 输 出 量 ( 臣 收 点 的 浆 输 入 量 》。 
对 任何 一 个 网 络 总 存在 可 行 流 ,如 令 所 有 弧 的 流量 上 请 =0, 就 得 到 一 个 可 行 流 ( 零 流 )。 一 
个 网 络 上 所 有 可 行 流 中 流量 最 大 的 可 行 流 称 为 最 大 流 。 所 以 ,网 络 的 最 大 流 问 题 即 是 之 找 流 
量 最 大 的 可 行 流 。 
3. 人 饱和 弧 与 零 流 缀 
对 网 络 上 一 个 可 行 流 | 户 上 ,车 某 弧 上 (wu ) 的 流量 f= c, (容量 ), 则 称 该 弧 为 饱和 绝 ， 
否则 称 其 为 非 饱和 弧 。 
对 一 个 可 行 流 | ,| ,若菜 弧 上 分 配 流量 f;; =0, 称 该 弧 为 零 流 弧 , 否 则 称 其 为 非 零 流 弧 。 
4. 可 扩充 链 { 或 称 增 广 链 ) 
设 | /是 网 络 上 一 可 行 流 ,车 存在 起 点 ， 与 终点 ， 之 间 一 条 链 这 ,规定 其 方向 为 ,一 
wv,。 链 上 相应 弧 按 y 方向 分 成 两 类 ;与 p 方向 一 致 的 弧 为 前 向 弧 , 相 反 的 弧 则 为 后 向 疡 。 若 
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链 yx 上 弧 的 流量 满足 :中 上 所 有 前 向 弧 上 流 
量 /, <c;@p 上 所 有 后 向 弧 上 流量 户 >0, 则 
称 六 为 关于 流 1 Ai 的 可 扩充 链 。 

图 5. 13 表示 图 5. 12 所 未 网 络 的 一 条 链 。 
A: 

viIU U4 Us Ue 

其 中 前 向 弧 为 wo) (wy 04)、(va vs)、 
(vs,v6)| ,后 向 弧 为 |(os 22 )|。 

5. 截 集 与 截 量 

对 于 网 络 D=《V,A,C), 若 点 集 V 被 分 割 为 两 个 非 空 集合 Vi 和 ,使 v.EV,v,€ 
VV , 则 把 弧 集 (V ,V,)( 即 始点 在 Vi ,终点 在 VV 的 所 有 弧 构 成 的 集合 ) 称 为 是 (分 离 ， 和 
v1) 的 截 集 。 从 直观 上 讲 , 截 集 是 从 v, 至 v, 的 必 有 经 之 道 。 若 把 某 一 截 集 的 弧 从 网 络 中 去 掉 ， 
则 从 v, 至 v, 便 不 存 企 路 。 一 截 集 ( Vi ,，V, ) 中 所 有 弧 的 容量 之 和 称 为 这 个 截 集 的 容量 ,简称 
为 截 量 , 记 为 C{V,V) 


CUV Vi)= 





图 $.13 


Cy 

to ET ,V) 

显然 ,任何 一 个 可 行 流 的 流量 V( 有) 都 不 会 超过 任 一 截 集 的 容量 , 即 V (fC( VV, ,V, )。 
因此 ,对 于 一 个 可 行 流 f° ,网 络 中 有 一 个 截 集 ( Vi ,V; ), 使 VO )=C(V: ,Vi ), 则 产 必 
定 是 最 大 流 , 而 ( Vi , V? ) 也 必定 是 所 有 截 集中 容量 最 小 的 一 个 , 即 最 小 截 集 。 

易 证 ,可 行 流 1* 是 最 大 流 , 当 且 仅 当 网 络 中 不 存在 关于 f* 的 可 扩充 链 。 从 而 有 下 述 的 最 
大 流量 最 小 截 集 定理 : 任 一 网 络 D 中 ,从 ww 至 v, 的 最 大 流 的 流量 等 于 分 离 v.,v, 的 最 小 截 集 
的 容量 (证 法 略 )。 

对 于 一 个 可 行 流 |f,|, 若 能 找到 一 条 可 扩充 链 , 则 一 定 可 以 调整 成 一 个 流量 更 大 的 可 行 
流 | f, 1, 首先 对 该 链 确 定 一 调整 量 

0=min|0, ,0,| 

式 中 ,9 =minic - f 1(v, ,vw,) 是 链 wy 上 前 向 弧 | ;8， =min| 记 1(v;,v;) 是 链 py 上 后 向 弧 }。 

若 链 上 无 后 向 弧 , 取 9, = oo ,显然 96>0。 然后 可 确定 新 的 可 行 流 乒 , 取 

fi 已 Vi) Ep 
Fi + 68,(vi,v,) 是 yx 上 前 向 骤 
户 一 8,《vi,U) 是 py 上 后 向 弧 

容易 验证 , 方 是 网 络 上 一 个 可 行 流 , 苦 可 行 流 | ff; [的 流量 为 Y (六 , 则 新 可 行 流 的 流量 V(F) 
=Y(+b。 进一步 , 若 了 中 仍 有 关于 了 的 可 扩充 链 , 则 可 按 上 述 方法 ,继续 改进 ,否则 ,由 
上 述 结论 可 知 ,此 时 已 得 到 最 大 流 , 同 时 也 得 到 了 一 个 最 小 截 集 。 

6. 最 大 流 问题 的 数学 模型 

由 前 面 的 讨论 可 知 , 最 大 流 问 题 就 是 在 一 个 带 收发 点 的 网 络 中 ,在 不 超过 每 条 弧 的 容量 的 
前 提 下 求 出 从 发 点 到 收 点 的 最 大 流量 。 这 显然 是 一 个 线性 规划 问题 ,数学 模型 的 一 般 形 式 如 
下 : 
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(vv jEA | (wv)EA 
Of Sey 
i ,js,t 
例如 ,有 下 列 一 个 石油 运输 管道 图 (图 5.14), 某 公司 欲 采用 这 个 网 络 系统 从 w 向 销 地 v， 
运送 原油 , 弧 的 容量 c 已 给 定 (cs 的 单位 为 万 加 仑 /时 , 因 管 道 直径 的 变化 ,c, 是 不 一 样 的 )。 
问 如 何在 每 一 弧 上 分 配 流量 , 方 能 使 每 小 时 运送 尽量 多 的 原油 ? 





图 5.14 
可 以 以 此 为 例 建立 数学 模型 。 设 弧 (v; ,vb;)} 上 的 流量 为 f, ,网 络 上 的 总 的 流量 为 下 , 则 有 
目标 函数 ”max 了 = 六 :+ 万 


fu2= fn + fs 
f= fst fit fa 
fn + f= fas+ fa 
fas + f3s = fs 
fs + f46 = for 
fsrt fet fa= f+ fi 
fi 人 ec, (i=1,2,.,6;7=2,.%,7) 
万 0 (i=1,2,…,6;7=2,.,7) 

在 这 个 线性 规划 模型 中 ,其 约束 条 件 的 前 6 个 方程 表示 了 网 络 中 的 流量 必须 满足 平衡 条 
件 , 发 点 的 总 流出 量 必须 等 于 收 点 的 总 流 人 量 。 其 余 的 点 称 之 为 中 间 点 。 它 的 总 流 人 量 必须 
等 于 总 流出 量 。 后 面 几 个 约束 条 件 表示 对 每 一 条 弧 (u ， y;) 的 流量 方 要 满足 流量 的 可 行 条 件 ， 
应 小 于 等 于 弧 (v; ,v, ) 的 容量 c, ,并 大 于 等 于 零 , 即 0 大 方 科 cf。 把 满足 平衡 条 件 及 流量 可 行 
条 件 的 一 组 网 络 流 | 太 | 称 之 为 可 行 流 ( 即 线性 规划 模型 的 可 行 解 ) ,可 行 流 中 一 组 流量 最 大 
《也 即 发 点 总 流出 量 最 大 ) 的 称 之 为 最 大 流 ( 即 线性 规划 的 最 优 解 ) 。 

把 上 述 数据 c, 代 人 以 上 线性 规划 模型 ,计算 后 马上 得 到 以 下 的 结果 ， 

fu=5 fu=5 fia=2 fs=3 fa=2 fu=1 


约束 条 件 : 
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fn=2 =2 js=2 =3 fm=3 

最 优 值 (最 大 流量 )= 10。 

对 于 网 络 最 大 流 问题 的 求解 ,当然 可 以 使 用 线性 规划 中 的 单纯 形 解法 .但 对 于 这 一 问题 ， 
实际 中 有 简便 算法 , 即 标号 法 。 
5.4.2 最 大 流 问题 的 标号 解法 

寻找 网 络 最 大 流 的 标号 解法 实际 上 分 为 两 个 过 程 , 一 是 标号 过 程 , 即 寻 找 可 扩充 链 的 过 
程 ; 二 是 调整 过 程 , 即 对 当前 的 可 行 流 进 行 改进 的 过 程 。 其 主要 步骤 是 : 

也 确定 一 初始 可 行 流 } ,1 及 其 流量 V (了 ); 

@ 检 验 当 前 所 确定 可 行 流 是 否 是 网 络 中 的 最 大 流 , 若 不 是 , 需 进 - -步调 整 ;( 正 如 前 面 所 分 
析 的 那样 ,检验 一 个 可 行 流 是 香 为 最 大 流 ,只 要 检查 一 下 当前 可 行 流 是 否 还 存在 可 扩充 链 , 苦 
存在 , 则 说 明 当前 可 行 流 述 不 是 最 大 流 ,否则 是 最 大 流 。) 

包 将 当前 的 可 行 流 调 整 成 一 个 流量 更 大 的 新 可 行 流 , 再 由 @@ 检 验 . 

通常 用 观察 法 确定 网 络 的 一 个 初始 可 行 流 。 对 于 较为 复杂 的 网 络 , 至 少 能 把 初始 可 行 流 取 为 堆 
流 。 

通过 在 网 络 上 标号 的 方法 能 系统 地 寻找 出 当前 可 行 流 的 可 扩充 链 。 它 的 基本 思想 是 ;从 
起 点 v, 起 ,逐步 寻找 v, 至 各 点 w 加 的 可 扩充 链 , 苦 能 找到 至 的 一 条 可 扩充 链 , 则 给 点 
v; 标号 [2 ,a, ]。 第 一 个 标号 8, 即 为 w 至 上 这 条 可 扩充 链 上 的 最 大 可 调整 量 ,第 二 个 标号 a 
则 表示 这 条 链 上 点 v, 的 前 一 点 是 w 点 。 根据 标号 可 反 向 追踪 而 写 出 这 条 链 。 在 逐步 扩大 已 
标号 的 过 程 中 ,一 旦 终点 v, 标 上 号 ,表示 已 找到 一 条 由 v, 至 v, 的 可 扩充 链 。 反 之 ,如 果 标 号 
过 程 进行 至 某 一 步 中 止 了 ,而 w 尚未 标号 , 则 表明 对 当前 的 可 行 流 ,网 络 中 不 存在 任何 可 扩充 
链 。 标 号 法 的 具体 步 又 如 下 。 

四 给 发 点 上 标号 [ co ,中 ] ,含义 为 至 v, 的 可 扩充 链 已 找到 ,前 一 点 为 ， ,这 链 上 的 可 调 
整 量 为 c 。 选 与 u, 关联 的 从 v, 流出 的 未 饱和 弧 (vw ,w ) 或 流 人 v, 的 非 零 流 练 (v, ,由 ) ,给 
标号 [89, v,] (对 于 流出 绒 ) 或 [98，-w] (对 于 流入 狐 )， 其 中 ， 6 = 
人 若 (us,uw ) 为 流出 未 饱和 台 ; 

全 若 (u ,vw,) 为 流 人 非 零 弧 。 

地 把 项 皮 集 分 为 互补 的 二 个 点 集 Vi 、V, ,其 中 Vi 为 已 标号 点 集 , 六, 为 林 标 号 点 集 ， 

多 考虑 所 有 这 样 的 统 (v; ,vw ) 工 (vy ,v), 其 中 EV 呐 包 Vi 若 统 (ov, ,wv ) 为 从 ， 流出 
的 未 饱和 弧 , 则 给 w 标 [9 ,ww ]。 其 中 

B=minid,c, —£,| 
若 强 (v, ,v, ) 为 流 信 v, 的 非 零 流 弧 , 则 给 v; 标号 [8 ,一 vb], 其 中 
0 =min!d,,f,! 

依 此 进行 ,得 到 的 结局 是 ; 

(a) V, = 中 ,说 明 网 络 中 存在 可 术 充 链 A; 则 由 标号 总 反 向 追踪 找 出 wz, 转 第 @ 步 ; 

(b) Vi 关 @@, 标 号 已 进行 不 下 去 ,说 明 对 于 当前 可 行 流 , 网 络 中 已 无 可 扩充 链 , 得 最 大 流 
万 ,同时 得 到 最 小 截 集 (V, ,V，) 。 
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调整 过 程 。 取 0=min{b, | , 令 
f + 9(v.,v,) 是 py 上 前 向 弧 


户 =$ 记 一 9(v;,vi) 是 jy 上 后 向 骤 
万 其 他 
得 新 可 行 流 { 广 |。 其 流量 V(f)= V(f) + 9, 即 比 原 可 行 流 流量 增加 了 0 ,再 转 第 @ 步 。 

例 5.5 有 三 个 发 电站 (节点 vi 中 \ 必 ), 发 电能 力 分 别 为 15、10 和 40 兆 瓦 ,经 输电 网 可 把 电力 
送 到 8 号 地 区 (节点 内 ), 电 网 的 能 力 如 图 5.15。 求 三 个 发 电站 输 到 这 地 区 (节点 内 ) 的 最 大 电力 。 

解 由 于 网 络 图 只 有 一 个 发 点 和 一 个 
收 点 ,所 以 有 必要 添加 一 个 虚设 的 起 点 mm 
和 强 Cv6,51)、(vo ,J2) 和 (vo,v3)。 弧 上 容量 
cq 二 15, co 二 10, co = 40 分 别 为 v1 、v,、w， 
三 点 的 发 电能 力 ,如 图 5,16 所 示 。 

第 一 步 , 由 观察 法 得 一 初始 可 行 流 
{1, 即 图 5.16 上 所 标 (c, ,了 )。c, 为 弧 
(vi,v,) 上 容量 , fi 为 弧 上 流量 。 

第 二 步 ,用 标号 法 寻找 可 扩充 链 , 由 此 
检验 当前 可 行 流 { 户 } 是否 是 最 大 流 ,标号 过 程 如 下 。 

给 wm 标号 [ce ,oo ] , 选 与 wm 关联 的 流出 未 饱和 弧 或 流入 非 零 流 弧 , 得 流出 林 饱 和 统 
(v0,v3), 给 v， 标号 [9; ,vo], 其 中 ,0; = min| co ,co -ful 三 min{%,40--10}=30, 则 vw 获得 
标号 [30,wo]。 





图 5.15 


tm，zo] 





{30 vo) {40, v2] 


图 5.16 
@ 把 顶点 集 分 为 Vi = 1v0yw31,V, = | ,v2 ,04,V5sUv6sU7sUs|, 考 碟 所 有 这 样 的 弧 (， 
v4) 或 (u,v;)。 其 中 ,v€ Vi,v EV ,得 统 (v0 ,v0;)、(v0, v1) oo) 在 这 些 弧 中 ,(w ,wv,) 
为 流出 未 饱和 弧 , 给 us 标号 [6 ,v3], 6s = minig; =30,(30-10)} =20, 即 给 vs 标号 [20,， ]。 
地 把 顶点 集 分 为 Ti = 6 03,06} ,VV = 和 ,02,v4,v3107,vs1, 考 处所 有 这 样 的 弧 (， 
包 ) 或 (u,v;)。 其 中 ,v;€ VE 7 从 中 找 出 流出 未 侈 和 弧 及 流 人 非 零 流 弧 ,得 流出 未 饮 和 
浙 (ve ,vs) 及 流入 非 零 流 弧 (v ,ve)。 给 vs 标号 [6 ,us] ,给 v, 标号 [6，- A 
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ces — fss| =mint20,20—101=10;0 =min1g ,jl =min{20,15| =15。 

地 把 顶点 集 分 为 V 三 06,503,04405 ,v61 ,Vi 三 和 01,v2;075U81, 考 虚 所 有 这 样 的 骤 (,， 
4) 或 (v,,v;)。 其 中 ,v;€ WE 凡 , 从 中 找 出 流出 未 饱和 弧 及 流 人 非 零 流 弧 。 得 流出 未 愧 
和 弧 (os,oz), 则 给 v, 标号 为 [9 ,os],9 =minfb ,co -关上 =minl10,10-0| =10; 得 流 人 非 
零 流 弧 (ulus), 则 给 上 标号 为 [6 , -内 ],6 =minlb ,站 =minl15,15| =15。 

名 把 顶点 集 分 为 W = jos ,04,52,03;04,vs ,v61 ,V1 = toyosi, 考 虑 所 有 这 样 的 弧 (u ， 
) 或 (wuw)。 其 中 wweEW。 从 中 找 出 流出 未 饱和 弧 及 流 人 非 零 流 弧 , 得 流出 未 饱 
和 弧 为 (oz ,op 》 则 给 v 标号 [9 ,wz ]。 其 中 ,9 = min1b ,cp -fy|=min|10,30| =10, 则 
获得 标号 [10 ,wz ]。 

@ 把 顶点 集 分 为 = | wo 01,02,03,04405,06,07 1， = |osj。 考 虑 弧 (wu) 或 (w， 
0;), 其 中 ,v:€ Vi 史 E 立 ,从 中 找 出 流出 未 饱和 弧 (or ,ws), 则 给 vs 标号 [6 ,wv;],0, = min 
10 cz- fg} =min|10,45— 25} =10, 则 v, 获得 标 导 [10,v; ]。 

终点 vs 已 标号 , 反 向 追踪 可 得 mw 至 vs 的 可 扩充 链 为 

bo 一 轨 一 w6 一 由 一 风 一 上 一品 
整个 标号 过 程 在 图 5.16 上 表示 ,可 扩充 链 用 双 线 表示 。 

第 三 步 ,调整 流量。 由 所 得 可 扩充 链 确 定 一 新 可 行 流 [了 ], 可 扩充 链 上 前 向 颖 上 和 名 流量 
均 增加 8, = 10, 即 有 

fu=fu+0;,=10+10=20 
fs=fx+0,=10+10=20 
fs =fost+6,=10+10=20 
fu= fs+0,=0+10=10 
fa= f+0,=10+10=20 
fn= fn+0;=25+10=35 
链 上 无 后 向 弧 ,可 扩充 链 各 缴 上 流量 不 变 ,新 可 行 流 | ,| 用 图 5.17 表示 。 


(10, 10) 





(20, vo] 


图 5.17 
继续 用 标号 法 检验 当前 可 行 流 是 否 为 最 大 流 ,标号 过 程 如 图 5.17 所 示 。 


中 给 wm 标号 [ce ,um ] , 选 与 wm 关联 的 流出 未 饱和 弧 或 流 人 非 零 流 弧 , 得 流出 未 饱和 弧 
(oo ,53) , 则 给 U3 标号 [20, wv]。 
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人 @@ 把 顶点 集 分 为 Vi io 四 用 多 三 joy06yyo8 考 碟 泊 ( 人 ) 或 人， 
v,), 其 中 v,E Vi,v, EV)。 从 中 找 出 流出 未 饱和 弧 和 和 流入 非 零 流 弧 ,得 流出 未 饱和 弧 (v;， 
bs), 则 w 获得 标号 [10,w,]。 

图 把 原点 集 分 为 Vi = 6 ,53,5061, 二 了,Uy VayVssUI V81 ,考虑 弧 (v, ,vw ) 或 (v， 
v,), 其 中 ,wv,EVi,v, EV)， 从 中 找 出 流出 未 饱和 弧 和 流 人 非 零 流 弧 ,得 流入 非 零 流 弧 (内 ， 
v6), 则 us 获得 标号 [10, -办 ]。 

区 把 顶点 集 分 为 Vi = 10%, v3,v4, Vi= 1 un ,bayusy 07s Ug! ,考虑 弧 (v, ,wv ) 或 (v， 
v,) ,其 中 ,v;€ Vi,wEV。 从 中 找 出 流出 未 饱和 弧 和 流入 非 零 流 弛 , 得 流入 非 零 流 弧 (v， 
v4), 则 ,获得 标号 [10, ~ 内 1。 

加 把 硕 点 集 分 为 Vj vi v35045061 ;Vi 二 13svs ,v07,Uvg81, 考 处 弧 (v, ,vw ) 或 (v， 
v), 其 中 ,v;€ Vi,v,E VI。 从 中 再 找 不 到 流出 林 人 饱和 弧 或 流入 恬 零 流 缠 , 标 妨 完毕 , 且 终 点 
vs 未 慰 号。 这 说 明 网 络 中 已 找 不 到 可 扩充 链 , 当 前 流 即 为 最 大 流 , 最 大 流 流量 为 :20+ 15+ 10 
=45, 即 三 个 发 电站 输送 至 8 号 地 区 的 最 大 电力 为 45 兆 瓦 。 

进一步 ,由 第 @@ 步 知 , Vi = 和 vo ,v1 ,v3,v4,v61 为 已 慰 号 点 集 ,= |v, ,vs ,vy ,us| 为 未 标 
号 点 集 , 则 最 小 截 集 由 V; 流向 V, 的 弧 集 构成 。 它 是 :和 v6 ,60,),(v6 ,vs), (v6 ,v0;)' ,最 小 截 
集 的 截 量 为 CCV ,V1)= co + cos + ce =10+20+15=45。 它 恰好 等 于 最 大 流 的 流 基 ， 

由 上 上 可见 ,用 标号 法 求解 最 大 流 问 题 ,同时 得 到 一 个 最 小 截 集 。 最 小 裁 集 的 容量 的 大 小 影 
响 总 的 输送 量 的 提高 。 因 此 ,为 提高 总 的 输送 量 ,必须 首先 考虑 改善 最 小 截 集 中 各 弧 的 输送 状 
况 , 提 高 它们 的 通过 能 力 。 因 此 ,在 本 例 中 , 若 想 进 一 步 提高 二 个 发 电站 输送 到 8 他 地 区 的 电 
力 的 能 力 ,必须 首先 改善 6 号 地 区 到 5 号 地 区 和 7 另 地 区 的 电力 输送 能 力 。 


习 题 
5.1 求 图 5,18 中 各 图 的 最 小 部 分 树 。 





图 5.18 
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5.2 已 知 上 世界 六 大 城市 ;(Pe) (N) (Pa) 《(L)、(T}、(M), 试 在 由 表 5.6 所 示 交 通 网 络 的 数据 中 确定 最 


表 5.6 




















5.3 有 9 个 城市 mw wv、…… v4 ,其 公路 网 如 图 5. 19 所 示 ,，。 弧 旁 数字 是 该 段 公路 的 长 度 ,有 一 批 货物 
要 从 wi 运 到 wm , 问 走 哪 条 路 最 短 ， 








| 





图 5.19 





图 5.20 


5.5 考虑 如 下 图 所 示 的 网 络 最 大 流 问 题 ,其 中 弧 上 的 数字 为 容量 ,括号 内 的 数字 为 流量， 
() 在 括号 内 填 上 适当 的 数字 ,使 构成 一 个 可 行 流 。 





(2) 若 选择 点 集 V， 和 到 如 表 5.7, 请 填 出 相应 的 截 集 与 裁量 。 
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CUV Vi) 





(V1, VL) 





5.6 某 汽 车 公司 正在 制订 5 年 内 购买 汽车 的 计划 。 下 面 给 出 一 辆 新 汽车 的 价格 ( 表 5.8) 以 及 一 辆 汽车 
的 使 用 维修 费用 (万 元 )( 表 5.9)。 试 用 阿 络 分 析 中 求 最 短路 的 方法 确定 公司 可 采用 的 最 优 策略 ， 


表 5.8 表 5.9 
年 号 | 1 2 3 4 5 汽车 使 用 年 龄 |0~1 1-2 2~3 3~4|4~5 


价格 | 2 2.1 2.3 2.4 2.6 0.7 1.1 1.5 2 
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第 6 章 ”网络 计划 





6.1 网 络 计 划 图 的 绘制 


从 20 世纪 50 年 代 起 ,人 们 就 试用 网 络 方法 米 编制 计划 ,用 网 络 来 代 蔡 传统 的 横道 图 ,其 
中 最 著名 的 是 “关键 路 径 法 "(Critical Path Merhod , 简称 CPM 方法 ) 和 ?计划 评审 技术 "(bro- 
gram Evaluation and Revicw Technique, 简 称 PERT 法 )。PER 个 方法 是 美国 海军 特种 工程 处 在 
波 兹 (BOOZ) \ 阿 伦 (Allen) 和 汉密尔顿 (Hamiiton) 管 理 咨 询 公司 协助 下 首先 研究 出 来 的 。 这 种 
网 络 方法 因 在 美 恩 北 极 星 导弹 研制 工程 计划 中 成 功 的 应 用 而 著名 。CPM 方法 是 1957 年 出 美 
国 兰 德 公 司 的 J.E. 凯 雷 和 杜邦 公司 的 M.R. 瓦尔 科 提出 ,并 首次 应 用 于 一 个 化 学 工厂 设备 维 
修 工 作 计划 中 。 

CPM 与 PERT 网 络 计划 技术 的 原理 基本 - - 致 ,都 足 用 网 络 表示 工程 项 目 ,以 确定 关键 路 
线 。 这 一 思想 是 它们 的 基础 。 这 两 种 方法 的 主要 区 别 是 : 

(DCPM 方法 对 工程 中 各 工序 完工 时 间 的 估计 是 确定 的 ,而 PERT 方法 对 时 间 估计 是 概率 
型 的 ; 

@PERT 方法 主要 注重 工程 计划 中 的 时 间 问 题 , 而 CPM 方法 在 把 费用 概念 引 人 计 划 控 制 
过 程 中 ,不 仅 注重 时 间 问 题 ,而 且 还 考虑 工程 的 费用 和 成 本 问题 ,考虑 工程 时 间 的 均衡 问题 、 

在 实际 工作 中 , 若 一 个 工程 的 工序 时 间 比 较 确 定 ,费用 也 能 预先 估算 得 比较 准确 (例如 一 
般 的 建筑 工程 ). 使 用 CPM 方法 比 PERT 更 为 优越 ,而 当 一 个 工程 中 不 确定 因素 程度 较 多 时 ， 
控制 工程 费用 选 PERT 方法 亦 为 合适 。 

近 30 年 的 实践 表明 ,网 络 方法 是 一 种 非常 有 效 的 特殊 计算 方法 。 这 种 方法 通过 网 络 图 太 
相应 的 分 析 计 算 , 能 够 使 计划 工作 统筹 兼顾 ,全 而 安排 ,并 能 指示 在 执行 计划 中 对 全 局 有 重 人 
影响 的 关键 所 在 。 

以 下 较 详 细 地 介绍 网 络 计划 方法 。 

网 络 计 划 方 法 一 般 由 两 个 阶段 组 成 :初始 计划 阶段 和 计划 方案 优化 油 整 阶段 。 前 者 是 先 把 工 
程 划 分 为 多 个 相互 衔接 的 工序 , 佑 计 工 序 完 1: 时 间 , 然 后 用 网 络 图 表示 , 按 计 划 时 间 参数 确定 完成 
工程 的 各 关键 工序 及 由 其 组 成 的 关键 路 线 ,拟定 一 初始 计划 方案 。 后 者 则 根据 要 求 ,综合 考虑 时 
间 ,费用 ,咨询 等 目标 ,对 初始 计划 方案 进行 调整 改善 , 直至 得 出 一 满意 的 计划 方案 。 其 中 ,前 一 初始 
计划 阶段 又 包括 网 络 绘制 与 关键 路 线 确定 两 个 环节 。 本 节 首 先 介绍 网 络 图 的 绘制 。 


6.1.1 网 络 图 (区 头 图 ) 的 组 成 要 素 


一 项 工程 总 由 许多 彼此 关联 的 独立 活动 组 成 。 这 些 活动 称 为 工序 。 各 道 工序 之 问 先后 关 
联 ,完成 每 道 工序 的 时 间 称 为 工序 时 间 。 因 此 ,可 以 采用 一 个 网 络 图 ( 赋 权 的 有 向 图 ) 表 示 各 道 
工序 之 间 的 相互 依存 的 顺序 及 工序 时 间 。 

一 般 表示 芽 程 计划 的 网 络 图 由 三 部 分 组 成 , 即 箭 线 . 结 点 和 线路 。 

.1) 实 箭 线 ” 它 表示 一 道具 体 工序 。 箭 头 表示 工序 进行 方向 , 箭 尾 表示 工序 开始 ,箭头 表示 
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工序 结束 。 箭 头 和 箭 尾 与 结 点 相连 , 结 点 用 圆圈 表示 ,并 编 上 号 码 。 箭 线 二 端的 结 点 号 码 就 表 
示 一 道 工序 ,通常 称 为 双 代 号 表示 法 。 

2) 虚 箭 线 ” 它 表 示 一 道 虚 工序 。 虚 工序 不 是 实际 中 的 具体 工序 , 它 仅 用 于 表示 工序 与 工 
序 之 间 的 关联 关系 虚 工序 不 需 时 间 ,费用 和 资源 。 

3) 结 点 ” 它 表 示 一 个 事项 。 事 项 义 称 事件 ,表示 一 些 工 序 的 结束 或 开始 。 在 相 邻 工 序 首 
尾 衔接 处 的 结 点 用 圆圈 表示 , 圈 内 注 上 该 结 点 (事项 ) 的 序号 。 连 接 箭 尾 的 结 点 称 为 该 工序 的 
紧 前 事项 ,连接 箭头 的 结 点 称 为 该 工序 的 紧 后 事项 。 整 个 网 络 图 起 始 结 点 称 为 总 开工 事项 ,而 
最 后 工序 的 结束 结 点 为 完工 事项 。 网 络 中 所 有 工序 都 是 用 事项 ( 结 点 ) 进 行 相互 联系 并 互相 制 
约 的 ,只 有 当 事 项 的 所 有 紧 前 工序 完成 后 ,事项 的 紧 后 工序 才能 开始 。 

4) 线 路 ” 它 是 指 从 最 初 结 点 (总 并 工事 项 ) 开 始 顺 着 箭头 方向 连续 不 断 地 到 达 终点 (总 完 
工事 项 ;的 通路 ,这 样 通路 有 许多 条 ,各 条 线路 上 工序 时 间 的 和 可 能 不 同 , 其 中 时 间 和 最 大 的 线 
路 为 关键 线路 ,相应 有 次 关键 线路 。 关 键 线路 上 的 工序 称 为 关键 工序 。 


6.1.2 纵 制 网 络 图 的 准备 工作 


在 绘制 工程 计划 网 络 图 前 ,首先 要 完成 下 列 准备 工作 。 

1. 确 定 目标 | 

工程 计划 目标 是 多 方面 综合 的 ,但 按 侧重 点 不 同 大 致 可 分 成 三 类 :第 一 类 ,时 间 要 求 为 主 ; 
第 二 类 ,资源 要 求 为 主 ;第 三 类 ,费用 要 求 为 主 。 

2. 工 程 任务 的 分 解 和 分 析 | 

分 析 工 程 由 哪些 工序 组 成 ,并 列 出 全 部 工序 及 其 代号 清单 。 工 程 任务 的 分 解 ,根据 不 同 对 
象 有 不 同 要 求 。 例 如 ,对 领导 机 构 , 重 要 的 是 纵 观 全 局 ,掌握 关键 ,因此 ,工程 可 以 分 解 得 粗 一 
些 ; 对 基层 生产 单位 ,要 根据 网 络 图 组 织 生产 ,因此 ,工程 应 该 分 解 得 细 一 些 。 

3, 确 定 各 工序 之 间 先 后 顺序 及 衔接 关系 

要 确定 每 一 道 工序 开工 之 前 有 哪些 工序 必须 先期 完成 , 即 确定 每 一 道 工序 的 紧 前 工序 是 
哪些 。 

4. 确 定 各 工序 时 间 

要 确定 每 道 工序 的 完成 所 需 时 间 , 称 为 工序 时 间 。 

后 三 项 工作 经 常用 工序 清单 的 形式 给 出 。 例 如 , 某 工厂 进行 技术 改造 ,需要 拆 掉 旧 厂房 建造 
新 厂房 和 安排 设备 。 这 项 改建 工程 可 以 分 解 为 7 道 工序 :拆迁 (A) ` 工 程 设计 (B), 土 建 工程 设计 
(C) 采购 设备 (D) ,厂房 土建 (E)\ 设 备 安装 (F) .设备 调试 (G)。 它 们 的 顺序 关系 用 表 6.1 表示 。 

表 6.1 


工序 时 间 ( 周 } 
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6.1.3 网 络 图 绘制 规则 


网 络 图 是 有 向 的 ,绘制 时 从 左 开 始 向 右 延 促 。 网 络 图 中 不 能 出 现 回路 , 即 不 可 有 循环 现 
象 ,否则 出 现 钦 辑 错 误 , 工 作 永远 也 达 不 到 终点 。 图 6.1 所 示 情 况 是 不 允许 的 。 

二 个 事项 之 间 只 能 有 一 个 工序 , 即 二 条 第 线 不 能 有 间 样 
的 始末 点 。 若 二 个 事项 之 间 有 几 个 平行 进行 的 工序 ,不 许 直 
接 联 起 来 ,必须 引 人 虚 工序 。 如 图 6.2(a) 是 错误 的 ,正确 的 
画 法 如 图 6.2(b) 所 示 。 

为 正确 表示 工序 之 间 的 衡 接 关系 , 网 络 图 中 结 进 了 * 虐 
工序 "概念 。 如 歼 6.3 所 示 , 虚 工序 下 只 表示 DD 工序 在 B.C 
工序 完工 后 才能 开工 。 








6.3 
平行 作业 就 是 指 两 项 以 上 的 工序 从 同一 紧 前 事项 引出 , 又 有 同样 的 紧 后 事项 。 为 了 避免 
二 个 事项 之 间 有 了 两 条 以 上 箭 线 相连 ,必须 引入 虚 工 序 , 如 图 6.4 所 示 。 修 理 {1)、 修 理 (2) 和 
修理 (3) 三 道 工 序 可 以 在 拆 印 工序 后 平行 作业 ,添加 了 虚 工 序 三 .F, 以 便 正 确 表 示 这 种 平行 作 
业 。 





6.4 
交叉 作业 指 一 项 工作 不 必 全 部 完工 后 才 开 始 下 一 道 工序 ,而 是 前 道 工 序 完成 一 部 分 ,就 开 
始 后 道 工序 , 待 前 道 工 序 再 完成 一 部 分 ,后 道 工 序 也 完成 一 部 分 并 接着 继续 做 下 一 部 分 ,这 样 
形成 工序 之 间 一 部 分 一 部 分 的 交叉 进行 。 对 交 义 作业 也 需 引 入 虚 工 序 表 示 。 例 如 图 6. 5 中 ， 
A 和 B 分 别 表示 工装 设计 和 工装 制造 二 道 工序 ,可 以 一 部 分 设计 一 部 分 制造 交叉 进行 ,以 便 缩 
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短 总 工期 。 设 A=a +az +a,B=b +b+tbs, 引 入 虚 工序 则 能 正确 表示 这 种 交叉 作业 。 


图 6.5 
网 络 图 中 一 般 只 有 一 个 总 开工 事项 和 一 个 总 完工 事项 。 若 一 个 工程 的 网 络 图 同时 有 几 个 
起 始点 或 几 个 终点 时 ,为 了 使 网 络 图 更 加 清晰 ,经 常 在 始点 和 终点 添加 一 些 虚 工 序 ,使 网 络 图 
上 只 有 一 个 起 点 和 终点 ,如 图 6.6 所 示 。 





图 6.6 
网 络 图 中 的 事项 要 统一 编号 。 编 号 由 左 至 右 进行 ,每 道 工 序 的 箭 尾 事项 号 应 小 于 箭头 事 
项 号 。 编 号 的 具体 方法 如 下 ( 箭 杆 删除 法 ) :首先 给 起 点 (总 开工 事项 ) 以 编号 1, 接 着 设想 把 从 
起 点 流出 箭 线 删除 ,得 到 一 个 或 几 个 不 为 任何 有 向 边 终点 的 结 点 (不 为 任何 箭 线 箭头 事项 的 结 
点 ), 对 它们 逐一 编 上 尽 可 能 小 的 号 (这 些 结 点 之 间 编 号 大 小 的 顺序 是 无 关 紧要 的 ), 然 后 把 这 
些 新 编号 结 点 流出 的 简 线 删除 ,又 得 一 些 不 为 任何 箭 线 终点 的 结 点 ,同样 逐一 编号 ,如 此 继续 
进行 ,直至 最 后 一 个 结 点 ( 即 总 完工 事项 ) 被 编 上 号 为 止 。 参 看 图 6.7 网 络 编号 过 程 。 


6.1.4 ”确定 每 道 工序 完成 时 间 


绘制 一 张 网 络 图 除 要 注意 上 述 规则 外 ,还 必须 用 合适 的 方法 估计 每 道 工 序 完成 时 间 , 即 确 
定 工序 时 间 !i,y )。 这 里 守 是 工序 箭 尾 结 点 号 ,j 是 工序 箭头 结 点 号 。 通常 确定 工序 时 间 
t(i,j) 有 二 种 方法 。 

1. 一 时 估计 法 

此 法 又 称 单一 时 间 估 计 法 , 即 对 各 道 工序 的 完成 时 间 仅 估计 一 个 数值 。 估计 时 ,以 完成 工 
序 所 需要 最 大 作业 时 间 值 为 准 。 

在 工序 的 工时 定额 资料 比较 健全 或 者 有 同类 工序 时 间 的 统计 资料 时 ， 经 常 使 用 一 时 估计 
法 ,根据 资料 ,通过 分 析 对 比 确定 各 工序 的 工序 时 间 。 

2. 三 时 估计 法 

对 工序 的 作业 时 间 , 预 先 估计 三 个 时 间 , 然 后 求 出 可 能 完成 的 平均 值 。 三 个 估计 时 间 值 
为 :a 为 最 乐观 时 间 , 指 顺利 完成 的 最 短 时 间 ;2 为 最 悲观 时 间 , 指 极 不 顺利 条 件 下 完成 工序 的 
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图 6.7 事项 回 号 过 程 
最 长 时 间 ;zm 为 最 可 能 时 间 ,指正 常情 况 下 完成 工序 最 可 能 的 时 间 。 
工序 时 间 上 用 下 列 公式 来 确定 : 


:=4+4m+6 
6 


以 下 通过 例子 说 明 网 络 图 的 绘制 过 程 。 
例 6.1 根据 表 6.1 给 出 的 某 厂 技术 改造 工程 工序 情 单 , 绘 制 该 工程 的 逻辑 网 络 图 如 下 ; 





图 6.8 
例 6.2 某 化 工厂 拟 进行 管道 安装 工程 ,工程 的 组 成 及 工艺 流程 已 由 表 6.2 给 出 。 绘 制 
出 此 工程 相应 的 网 络 图 (图 6.9)。 
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图 6.9 


6.2 时 间 参 数 计算 与 关键 路 线 确定 


6.2.1 时 间 参 数 计算 


网 络 图 上 的 时 间 参 数 主要 包括 事项 最 早 时 间 ,事项 最 迟 时 间 等 几 项 时 间 指 标 。 


1. 事 项 最 早 时 间 z.( i) 


这 是 指 事项 之 最 早 可 能 发 生 时 间 。 其 计算 方法 是 从 始点 事项 开始 , 设 te(1) = 0, 表示 
程 从 零 时 刻 开 工 ,然后 自 左 至 右 逐 步 计算 各 事项 最 早 时 间 ,直至 终点 事项 。 一 个 箭头 事项 的 最 
于 时 间 等 于 相关 往 尾 事项 的 最 早 时 间 加 上 该 箭 线 时 间 ( 即 工序 时 间 )。 大 一 个 事项 同时 是 几 个 
箭 线 的 篇 头 事项 , 则 选择 其 中 箭 必 事项 的 最 早 时 间 加 箭 线 时 间 之 和 的 最 大 值 作为 该 事项 最 时 


时 间 。 这 可 用 下 列 公式 确定 : 
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tit.(1)=0 
(te(j)=max|te (i)} tei I)! (7=2,3,.,n) 
终点 事项 最 早 时 间 记 为 Ts = tln), 通 常 称 Tr 为 工程 的 最 早 完 工期 ,简称 为 工程 上 期 。 
从 网 络 角度 看 , Tr 就 是 从 起 点 到 终点 最 长 路 的 路 长 。 其 中 箭 线 的 路 长 表示 工序 时 间 。 
事项 最 早 时 间 t(j) 的 计算 方法 归纳 如 下 ; 





Die(1) =0; 40) 5 
@ 从 左 至 右 计 算 ; | 
Dte(j)=maxd ti) t(j)! (j=2,3,.,n); (9) =13 
@T:= ti(n)o 
例如 ,图 6.10 中 ,已 知 4.(7)=5, 4:(8) =6, 计 算 事项 ‘(8)=6 
最 早 时 间 为 
ee i 


=max{(5+6),(6+7)| =13 

2. 事 项 最 迟 时 间 11 (i) 

一 个 事项 若 噬 于 某 一 时 刻 发 生 ,就 会 推迟 整个 上 程 的 最 早 完 工期 ,这 个 时 间 称 为 事项 最 人 迟 
时 间 。 终 点 事项 (总 完工 事项 ) 最 迟 时 间 就 是 工程 最 早 完工 工期 , 即 有 有 (za) = TL. 事项 最 述 
时 间 是 从 终点 事项 起 , 自 右 至 左 逐 个 计算 , 即 有 公式 : 

i 
t(D) =min} tL (7) — (i,7)! 

事项 最 迟 时 间 计 算 方法 归纳 如 下 ; 

中 二 (aa)=T=ie(r)i 

@ 从 右 往 左 计算 ; 

t=mindi -i i (i=n-l,n-2,..,1), 

如 图 6.11 所 示 , 阁 已 算出 事项 9 和 事项 10 的 最 迟 时 间 
为 1.《9)=70,1.(10)=89, 则 计算 出 事项 8 的 最 迟 时 间 为 : 
1 (8)=min}[t,. (9) —1{8,9)], [4 (10) -1{8,10)1; 
=min|(70—20),(89— 12): 
=50 

3. 工 序 {i,j) 最 早 可 能 开工 有 时间 fes (7,7) {carliest start 
time) 

一 道 工序 必须 在 其 所 有 紧 前 了 序 完 十 后 才能 开工. 所 
图 6.11 以 工序 (i,;) 最 早 呆 能 开工 时 间 妈 为 工序 第 尾 事项 的 最 早 





1.(10)=89 


时 间 , 即 有 
tes(1,7)= te(i) 
4. 工序 (i,j ) 最 迟 必须 开工 时 间 tis (7137) (latest Slart time) 
这 个 参数 是 指 在 不 影响 整个 工期 T, 的 条 件 下 工序 最 退 必 须 和 并 始 的 时 记 , 等 于 这 个 工序 
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箭头 事项 最 迟 时 间 减 去 工序 时 间 , 即 有 
ts 四 = 有 (一 下) 
5. 工 序 (i,j) 最 早 可 能 完工 时 间 ze ( i,j) (earliest finish time] 和 最 迟 必 须 完工 时 间 
tir(i ,7 } latest finish time) 
显然 ,它们 分 别 为 
Lee (fj) = ip(i, 1) tt(i,j) 
tli I)= i877) + i(i,7) 
6. 工 序 (i,j) 的 总 时 差 Ri,j] 
在 不 影响 整个 工程 工期 卫 的 条 件 下 ,工序 最 早 可 能 并 工时 间 可 以 推迟 的 时 间 数 称 为 工 
序 的 益 时 差 , 它 表 示 工 序 安 排 上 可 以 松动 的 时 间 数 、 显 然 ,总 时 益 为 
民力 =1s( 让 一 te( 人 站 = 站 -让 
7. 工 序 ({i,j) 的 单 时 差 x (i ,j) 
单 时 差 是 指 不 影响 紧 后 工序 最 早 可 能 开工 时 间 条 件 下 ,工序 最 早 可 能 完 上 时 间 可 以 推迟 的 时 
问 , 即 
r(i,)= t(j) -tee(i, 7) 


6.2.2 人 勿 定 天 键 路 线 


根据 网 络 图 中 的 参数 ,可 以 确定 关键 路 线 。 

要 确定 关键 路 线 ,必须 先 找 出 关键 工序 。 关 键 工 序 是 指 总 时 差 为 零 的 工序 。 关 键 路 线 是 
由 关键 工序 连接 而 成 的 线路 。 

从 网 络 角度 看 ,关键 路 线 就 是 从 起 点 至 终点 的 最 长 路 (第 线路 长 表示 工序 时 间 ), 它 决定 整 
个 工程 工期 天 的 长 短 。 确 定 关键 路 线 是 网 络 计 划 方 法 中 重要 的 坏 节 。 关键 路 线 不 惟一 , 计 
划 安 排 得 越 紧 痰 ,关键 路 线 越 多 。 

计算 网 络 图 的 时 间 参 数 和 确定 关键 路 线 的 方法 有 图 上 作业 法 ,表格 计算 和 矩阵 计算 方法 
等 。 图 上 作业 法 用 得 最 多 ,但 对 一 些 复杂 大 型 工程 的 网 络 则 必须 用 计算 机 计算 。 

例 6.3 某 项 课题 科研 工作 分 解 的 作业 表 由 表 6. 3 给 出 ,根据 此 表 绘 制 此 项 科研 工作 的 
网 络 图 ,计算 时 间 参 数 ,并 确定 关键 路 线 。 






















































表 6.3 
代号 工序 | 紧 前 1 序 | 下 序 时 间 
无 | 4 
_ EE 
准备 调研 方案 及 10 
TY 
| 挑选 ,实地 训练 工作 人 员 有 | BC Ee 12 
准备 收集 次 料 用 友 格 . 加 i 
6 实地 在 DEF | 5 
H 《 | 4 








任务 结束 
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解 第 一 步 , 按 规则 绘制 网 络 图 (图 6.12)。 








第 二 步 ,计算 各 时 间 参 数 。 步 又 如 下 ， 

中 从 左 至 右 逐 步 计算 事项 最 早 时 间 te( 7) ,得 
te(1)=0 
te(2)= £5(1)+1(1,2)=0+4=4 
te(3)=£.(2) + 2(2,3)=417=11 
tr(4)= £2(2) + 71(2,4)=4+10=14 


te(3) +z(3,5) 111+0 
‘eS) = 0) (3 全 max|14+0 
tig(3)+tf3;6) 11+8 
ee rta| -2 
te(4) + 2(4,6) 14+7 1 
te(7)=1E(6) +21(6,7)=26+5=31 
te(8)=t5(7)+ 4(7,8)=31+4=35 
整个 工程 最 早 完工 期 Ti = 好 (8)=35。 
节 从 右 到 左 和 逐步 计算 事项 最 迟 时 间 + (i ) ,得 
i.(8)= Te=35 | 
£1(7)=£.(8) -1(7,8)=35-4=31 
£1.(6)=#1.(7) -1(6,7)=31- $=26 
£1.(5)=£1.(6) -2(5,6)=26--12=14 


fz.(6) -2(4,6) 126 一 7| 
L(4)= 村 上 mr = 
oD li4a-0) 


11(6)—1(3,6) 26 一 8 
3 = = 1 
de | 


~ [11.(3) -1(2,3) 114—7 
{2 = = mi 一 
mr)) min| na| 


=14 








=14 
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t1.(1)=#.(2)-#1(1,2)=4-4=0 

将 已 求 得 的 te(i) 、zL (7) 分别 填 人 网 络 图 事项 ; 边 上 的 上 .下 小 方略 内 ,整个 计算 过 程 可 

以 在 图 上 进行 。 

曲 计 算 各 工序 最 时 开工 时间 和 最 迟 必须 开工 时 间 : 
trs(i,j)=te(i) 
tps(1,2)= ze(1)=0, tes(2,3)= te{(2)=4 
trs(2,4)=#E(2)=4, tes(3,6)= te(3)=11 
tes($,6)= 5(5)=14,zes(4,6)=15(4)=14 
tps(6,7)= te(6)=26, tes(7,8)= te(7)=31 
tis(i,j)=t1(7) ~ (i,j) 
tis(1,2)=#1.(2)—:(1,2)=4—4=0 
tis(2,3)=#.(3)—1(2,3)=14-7=7 
fis(2:4)= 711.(4) -7(2,4)=14-10=4 
tis(3,6)= 11.(6)—1(3,6)=26-8=18 
tis(5,6)= £1.{(6)— 1(5,6)=26-12=14 
tis{4,6)=£.(6)—2(4,6)=26-7=19 
tis(6,7)=#.(7) -1(6,7)=31-5=26 
tis(7,8)=£.(8)—1(7,8)=35 -4=31 

@ 计 算 各 工序 的 总 时 差 和 单 时 差 ; 
R(i,j)= tis(1,7) ee tes(i,j) 
R(1,2)=0-0=0,R(2,3)=7-4=3 
R(2,4)=4-4=0,R{3,6)=18—11=7 
R(5,6)=14-14=0, R(4,6)=19~14=5 
R(6,7)=26-26=0,R(7,8)=31-31=0 
r(i,j)=te(j) -tes(i,j)=te(j) -te(i) -1(i,)) 
r(1,2)=4-0~4=0,7r(2,3)=11-4-7=0 
r(2,4)=14~4-10=0,r(3,6)=26~11-8=7 
7r(4,6)=26—14-7=5,r(6,7)=31 -26-5=0 
r(35,6)=26-14-12=0,r(7,8)=35-31-4=0 

上 述 计算 所 得 各 参数 分 别 列 信 表 6.4 中 。 











胡 6.4 
工序 时 间 最 早 开工 时 间 | 最 述 开 工时 间 总 时 差 
工序 (i | a 
C(2,4) 10 4 0 0 x 
es 
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最 早 开 工时 间 | 最 迟 并 工时 间 总 时 盖 


时 差 rti,y) ”关键 工序 
Rr i) ns(is)) | | 
RE5.6) T 12 14 和 14 人 1 1 x 























































F(4,6) i 2 A 
G(6.7) 26 26 0 0 x 
H(7,8) 31 31 0 | 0 x 
总 时 差 为 零 的 工序 为 关键 工序 ,如 A(1,2) .CC2,4)、E(5,6) .G(6,7) .H(7,8)。 关 键 路 线 为 


DOO" "© 0-® 
关键 路 线 在 网 络 上 用 粗 线 或 双 线 表 趟 。 


6.3 ”网络 图 的 调整 及 优化 


6.3.1 缩短 工程 工期 问题 


缩短 工程 工期 是 网 络 计划 方法 要 解决 的 主要 问题 之 一 ,当然 ,应 该 在 保证 质量 和 不 增加 人 
力 \ 物 力 的 前 提 下 ,尽量 缩短 工期 。 其 体 做 法 大 致 可 概括 为 :在 工程 网 络 图 上 确定 关键 路 线 , 明 
确 娜 些 工序 是 关键 工序 ,然后 设法 缩短 关键 工序 的 时 间 , 从 而 达到 缩短 工期 的 目的 。 经 常 采用 
的 措施 如 下 。 

1) 压 缩 关键 工序 的 工序 时 间 ”在 关键 工序 上 采取 改进 技术 ,工艺 和 设备 等 措施 , 尽 先 保证 
关键 工序 所 需 的 人 力 和 物力 。 当 非 关 键 工序 和 关键 上 序 在 人 力 物力 上 有 韦 盾 时 , 非 关键 工序 
要 尽 可 能 让 路 ,以 图 缩短 关键 工 夺 时 间 。 

2) 在 非 关 键 工序 上 尽量 挖掘 潜力 ”利用 非 关 键 工 序 的 时 差 (机 动 余地 ) 进 行 合理 调度 , 抽 
调 人 力 \ 物 力 支援 关键 工序 ,缩短 关键 工序 时 间 。 例 如 ,造船 工程 计划 中 ,下 料 是 关键 工序 ,而 
装配 不 是 关键 工序 , 旦 有 时 差 ( 即 有 机 动 时 间 ) ,因此 把 一 部 分 装配 工人 调 来 突击 下 料 。 

3) 尽 量 采 用 平行 作业 和 交叉 作业 ”如 果 能 把 -- 道 工序 拆 成 凡 道 平行 进行 ,无 疑 可 以 缩短 
作业 时 间 ,例如 控 沟 ,两 头 同时 控 比 一 头 挖 快 。 对 相连 的 几 道 工序 尽量 交叉 进行 ,例如 在 机 床 
检修 中 ,拆卸 清洗 和 检查 这 三 道上 序 也 可 交叉 进行 ,也 就 是 拆 一 部 分 就 洗 , 洗 一 部 分 就 检查 ， 
这 样 可 以 缩短 这 三 道 工序 的 总 时 间 。 

4) 注 意 关键 路 线 的 变化 ”在 计划 执行 过 程 中 ,要 特别 注意 关键 路 线 的 变化 。 在 实施 过 程 
中 ,工程 计划 网 络 图 决 不 会 一 成 不 变 。 因 此 ,在 计划 执行 过 程 中 ,由 于 压缩 关键 工序 时 间 ,可 能 
会 引起 关键 路 线 变 化 ,必须 充分 注意 生产 进展 情况 ,注意 关键 路 线 的 变化 ,并 相应 地 调整 网 络 
图 。 


6.3.2 工程 的 时 间 费 用 分 析 


编制 工程 网 络 计划 时 ,不 仅 要 考虑 工期 时 间 , 还 需 考 虑 工程 造价 ,内 此 , 需 计 算 工 程 在 不 同 
完工 期 时 所 需 的 费用 。 对 一 个 工程 来 说 ,无 论 是 以 考虑 工程 费 困 为 主 , 还 是 以 控制 时 间 进 度 为 
主 , 都 必须 对 工程 计划 进行 时 间 一 费用 分 析 , 从 而 可 综合 考虑 制定 最 优 的 计划 。 
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1. 有 关 费 用 的 一 些 概念 
工程 的 成 本 费用 由 直接 费用 和 间接 费用 两 部 分 组 成 。 
1) 直 接 费 用 这 是 指 人 工 、 材料、 燃料 等 直接 用 来 完成 工程 任务 的 费用 。 
2) 间 接 费 用 ”这 是 指 管理 人 员 的 工资 ,办公 ,采购 等 并 非 直接 用 于 完成 工程 任务 的 费用 。 
3) 工 序 费用 率 ”这 是 指 一 道 工 序 缩短 单位 时 间 所 需 增 加 的 费用 ,可 用 公式 表示 ， 
费用 率 g = 址 进度 工时 费用 一 正常 工序 时 间 费 用 
正常 工序 时 间 ~ 赶 进 度 于 厚 时 间 


一 般 来 讲 , 缩 短工 期 会 增加 直接 费用 ,减少 间接 费用 ,延长 工期 引起 直接 费用 减少 和 间接 费用 
增加 。 在 进行 时 间 一 费用 分 析 时 ,要 确定 一 个 工程 成 本 (直接 费用 和 间接 费用 之 和 ) 最 低 的 工期 , 通 
常 称 为 最 佳 工期 。 寻 找 最 佳 工期 通常 使 用 所 谓 CPM 一 -成 本 法 。 为 了 使 问题 简单 化 ,一 般 假 设 工 
序 的 直接 费用 与 工序 时 间 成 反比 ,而 工序 的 间接 费用 与 工序 时 间 成 正比 ,如 图 6.13 所 示 。 





6.13 
2. 工 程 的 时 间 一 费用 关系 图 
在 网 络 计划 图 上 通过 时 间 参 数 计算 能 确 
定 工 程 期 Ts ,通常 称 为 正常 情况 下 的 工期 。 
而 在 进行 工程 时 间 一 费用 分 析 时 , 经常 遇 到 
“ 赶 工期 "问题 , 即 分 析 工 程 由 正常 工期 经 赶 工 
期 后 (缩短 工期 ) ,工程 费用 如 何 变化 ? 讨论 经 
缩短 后 各 完工 期 与 相应 工程 费用 之 问 的 关系 ， 
从 而 去 寻求 最 低 成 本 工期 ,这 种 分 析 经 常用 工 
程 时 间 一 费用 关系 图 描述 。 图 6. 14 就 是 典型 
工程 时 间 一 费用 关系 图 。 
对 工程 的 时 间 一 费用 关系 图 ,要 注意 以 下 几 点 。 





人 赶 工期 间 题 中 ,只 有 压缩 关键 工序 才能 引起 总 工期 缩短 。 

吕 者 网 络 图 中 同时 有 几 条 关键 路 线 ,为 了 缩短 总 工期 , 则 儿 条 关键 路 线 必须 同时 在 各 自 线 
路 上 压缩 一 个 关键 工序 ,否则 ,一 条 或 几 条 线路 可 能 变 成 非 关键 路 线 ,这 样 并 没 能 缩短 总 工期 ， 
却 增加 了 工程 费用 。 

多 由 于 工期 的 时 间 一 费用 曲线 是 所 有 可 能 工期 的 费用 曲线 之 下 界 包 络 ,因而 在 该 曲线 | 
每 个 工期 对 应 的 费用 就 代表 相应 工期 内 完成 该 工程 的 最 低 直 接 费用 。 
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上 述 工程 的 时 间 一 费用 曲线 是 一 条 直接 费用 曲线 。 为 了 确定 赶 工期 问题 中 的 最 低 成 本 工 
期 ,可 将 间接 费用 并 入 关系 图 ,把 同一 工期 下 的 直接 费用 和 间接 费用 相 加 ,就 得 到 总 费用 曲线 ， 
从 总 费用 曲线 上 能 确定 最 低 成 本 工期 。 这 个 做 法 可 用 图 6.15 说 明 。 





费用 





最 低 成 本 工期 TE 工期 时 间 


图 6.15 

3. 赶 工期 问题 中 最 低 成 本 工期 的 确定 
为 了 要 确定 一 个 工程 的 最 低 成 本 工期 ,首先 要 根据 已 有 资料 确定 以 下 参数 ， 
4(i,7) 一 一 每 道 工序 (i ,;) 的 费用 率 ; 
1(i,j) 一 一 每 道 工序 (i ,;) 上 , 汇 序 时 间 缩 短 的 下 限 ; 
单位 时 间 的 间接 费用 。 

确定 最 低 成 本 工期 的 步骤 如 下 : 

号 绘制 网 络 图 ,计算 工序 总 时 差 R(i,j) ,确定 Te 与 关键 路 线 , 计 算 相 应 工程 费用 ; 

包 在 各 条 关键 路 线 上 所 有 可 还 缩 的 工序 中 ,各 确定 一 个 各 自 线路 上 费用 率 最 低 的 工序 作 
为 压缩 工序 ,这些 压缩 工序 之 集合 用 1 表示 ; 

人 @ 计 算 这 些 压缩 工序 上 费用 率 之 和 2 ali, )=g, 蔡 (gq 一 p)>0, 则 表示 压缩 工期 将 引 


起 工程 费用 上 升 ,车 (gq - p)<0， 表示 可 以 付 纺 工期 使 总 费用 下 降 ， 
由 确定 压缩 时 间 z,z 的 选择 可 由 2(i,j) 与 R(i,j) 决 定 , 即 1 取 压 缩 工序 上 [1(i,j) - 
1(i,j)] 与 一 切 非 零 总 时 差 之 中 最 小 者 ,可 用 下 列 式 子 表示 : 
t=minla, 8! 
«= min lt(i,7) -1(i,7)1 
B=min|R(Gi,7) IR(i,7)AO| 
在 斥 缩 工序 上 朱 缩 时 间 * 以 后 ,绘制 新 的 网 络 图 ,继续 重复 上 述 步 骤 , 直 到 再 不 能 于 缩 为 目 。 
下 面 举例 说 明 网 络 计划 中 ,使 用 时 间 与 费用 均衡 的 方法 确定 最 低 成 本 工期 的 步 双 。 





例 6.4 图 6.16 表示 由 1、 mn\o\p,q 七 道 工 序 组 成 的 网 络 图 及 有 关 时 间 参 数 ,工程 有 
关 费 用 由 表 6.5 给 出 ,正常 工期 Ts = 60 天 ， 试 确定 赶 工期 问题 中 最 低 成 本 工期 。 
家 6.5 
王 ET 
I 800 / 
m 3 000 180 
n 2 000 120 | 
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续 表 







和 从 工序 费用 率 
5 大 以 内 为 甸 6 天 以 上 为 100 











每 大 为 200 元 

解 ” 由 给 出 资料 可 确定 各 工序 的 费用 率 ( 表 6. 5) .各 工序 压缩 时 间 下 限 i(i,j) =0, 每 天 
间接 费用 户 = 200 元 。 

[循环 1] 

第 一 步 ,建立 网 络 图 (图 6.16) ,确定 各 工序 总 时 差 R(i,j), 见 表 6.6。 关 键 路 线 和 由 q 和 + 
二 道 工序 组 成 , 士 序 时 间 TE 一 60 天 。 





图 6.16 
方案 1: 工 期 为 60 天 (正常 工期 ) 的 费用 ; S; -12 800+200x60=24 800 元 
表 6.6 





第 三 步 ,r 工序 费用 率 9,= 150,(e,- 户 ) = ~ 50<0。 可 以 进一步 压缩 . 

第 四 步 ,确定 乐 缩 时 间 上 。 显 然 有 = 40,8=20,z=20, 在 r 工 序 上 此 缩 时 间 20 天 ,得 新 
工序 时 间 。 

[循环 2] 

第 一 步 ,建立 网 络 图 (图 6.17) ,确定 各 工序 上 总 时 差 RUi, 门 , 见 表 6.7, 有 二 条 关键 路 线 
(7) 一 (10) 一 (14) 和 (7)~*(12) 一 (14) ,完工 期 为 40 天 。 
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方案 2: 工 期 为 和 0 天 时 的 工程 费用 为 
S:=12 800+ 150x20+200x40=23 800 元 
表 6.7 


上 寿 j 总 上 时差 R{1,7) 总 时 差 R(i,j) 














图 6.17 
第 二 步 ,在 关键 路 线 (7) 一 (12)-(14? 上 选择 o 工 序 (7， 12) 作 为 压缩 工序 ;在 (7) 一 (10) 一 
《14) 上 选择 r 工 序 (10,14) 作 为 压缩 工序 。 
第 三 步 ,压缩 工序 费用 率 总 和 为 


210, 当 工序 (7,12) 压 缩 5 天 内 
250, 当 工 序 (7,12) 压 缩 6 天 以 上 

无 论 哪 种 情况 都 有 (g - p)>0, 所 以 不 能 再 压缩 工期 ,任何 压缩 都 将 引起 总 费用 上 升 。 最 
低 成 本 工期 为 40 天 ,相应 费用 23 800 元 。 


6.3.3 工程 的 时 间 一 资源 优化 


在 使 用 网 络 计划 技术 时 ,经常 遇 到 工程 的 时 间 一 资源 优化 问题 , 即 在 资源 有 限 的 情况 下 ， 
如 何 进 行 合 理 调整 使 资源 得 以 均衡 利用 ,并 按期 完成 工程 任务 , 仅 以 劳动 力 资源 限制 为 例 ,说 
明 如 何 进行 工程 的 时 间 一 资源 优化 。 

设 某 项 工程 的 网 络 计划 图 由 图 6. 18 给 出 。 图 中 箭 线 上 第 一 个 数字 为 工序 时 间 ( 单 位 ， 
周 ), 第 一 个 数字 为 完成 该 工序 每 周 所 需 的 劳动 力 数 。 通 过 计算 ,时 间 参 数 也 在 图 6 18 上 给 
出 ,该 工程 工期 十 .=9 周 。 

现 假设 这 项 工程 由 一 个 作业 组 承包 ,全 组 共有 9 名 劳力 。 这 个 承包 组 能 否 在 预定 的 工期 
Te=9 周 内 完成 工程 ,各 道 工序 进度 应 该 如 何 安排 才能 使 劳力 资源 均衡 使 用 ， 解决 这 类 问题 ， 
一 般 可 按 下 述 四 步 进 行 ;计算 工程 每 单位 时 间 内 所 需 资源 量 ; 作 出 初始 进度 横道 表 及 资源 需求 
曲线 ;进行 资源 均衡 调整 求 得 新 的 进度 计划 ;评价 工程 进度 计划 对 资源 利用 的 均衡 程度 。 

对 于 图 6.18 的 工程 网 络 , 按 上 述 步骤 进行 时 间 一 资源 优化 和 调整 。 


q=[g(7,12)+ a9(10,14)]= 
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6.18 
首先 , 枯 据 数据 可 算出 完成 此 工程 需要 周 数 ; >，X, = 79 工作 周 ,其 中 4, 为 完成 工序 所 需 
的 工作 周 数 ( 周 x 人 数 )。 工 程 每 周 所 需 劳 力 为 
= 二 = 地 X79=8.8 人 


所 以 适当 安排 各 道 工序 进程 ,整个 工程 有 可 能 在 9 周 内 完成 ,相反 ,要 是 每 周 需 投入 劳力 数 超 
过 9 人 , 则 不 论 怎样 调整 安排 工序 进度 均 不 可 能 在 预定 工期 内 完成 . 

其 次 ,根据 网 络 图 及 时 间 参 数 作出 初始 进度 计划 ， 即 把 每 道 工序 的 开工 时 间 都 定 在 最 早 叮 
能 开工 时 间 te(i) +1， le vern 8)。 表 中 “一 "表示 关键 江 
序 ; 一 "表示 非 关 键 工序 ;”…" 表 示 在 不 影响 工期 条 件 下 非 关键 工序 允许 变动 范围。 

例如 ,工序 B 所 需 的 2 局 时 间 可 安排 在 第 一 辕 至 第 九 周 这 个 轩 癌 区 间 内 任何 持续 的 2 周 
中 进行 , 横 线 上 的 数字 为 工序 每 周 所 需 劳力 数 。 

表 6.8 






TO TT TIN mm |: 





一 


表 6.8 中 最 后 一 行 给 出 了 该 进度 下 每 周 所 需 劳力 资源 数 。 为 了 更 形象 描述 该 进度 计划 下 
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资源 使 用 状况 ,可 根据 横道 表 作 出 劳力 资源 需求 曲线 (图 6.19)。 资 源 需 求 曲 线 是 一 个 阶梯 曲 
线 。 其 中 + 表示 时 间 ;， 表示 资源 需求 量 , 即 应 安排 的 总 人 数 ;),。, 为 资源 限制 。 显 然 ,本 例 中 
=9 人 ,在 第 1.4.5 周 中 将 缺少 劳力 资源 ,第 3.7.8.9 周 中 劳力 资源 将 有 剩余 。 


上 应 安 排 的 总 人 数 





4 5 6 7 8 9 t 
时 间 ( 周 ) 
图 6.19 
再 次 ,为 了 均衡 使 用 劳力 资源 ,必须 对 初始 进度 计划 进行 调整 ,或 者 更 形象 地 说 ,必须 重新 
安排 工序 进度 ,以 使 在 可 能 范围 把 资源 需求 曲线 中 凸 出 部 分 和 止 进 部 分 尽量 开平 、 对 于 像 本 
例 这 样 的 简单 情况 ,根据 非 关 键 工 序 上 的 总 时 差 数 ,可 以 通过 手工 计算 进行 调整 而 解决 ,但 在 
工序 数目 很 大 时 , 则 必须 由 电子 计算 机 根据 一 定 程 序 来 进行 资源 调 优 。 限 于 篇 幅 , 这 里 不 作 一 
般 介绍 。 在 实际 工作 中 ,没有 必要 去 追求 资源 均衡 利用 的 最 优 状况 ,对 多 数 实际 工程 计划 来 
说 ,只 需 调整 到 一 个 较为 满意 的 状况 即 可 。 所 以 ,在 实际 下 作 中 ,往往 应 用 所 谓 “ 启 发 式 规划 
法 解决 这 一 问题 。 而 局 发 式 标准 实际 上 是 一 种 行 得 通 的 “约略 估计 ” ,通常 称 约略 估计 的 标准 
为 局 发 式 规划 。 迄 今 为 止 ,已 经 出 现 许多 解决 资源 平衡 网 络 进度 问题 的 启发 式 规划 法 。 
局 发 式 方法 一 般 是 首先 找 出 那些 具有 最 大 总 时 差 的 工序 ,在 不 拖延 整个 工程 完工 期 的 情 
况 下 ,试图 把 这 工序 尽 可 能 长 地 往 后 延缓 ,例如 ,首先 延缓 工序 C 的 开工 时 间 至 第 二 周 初 ( 工 
序 C 总 时 差 最 大 ), 这 样 工序 A 和 工序 也 可 以 同时 开工 ,而 不 超过 劳力 资源 9 人 的 限制 ,继续 
使 用 这 个 方法 ,就 能 得 到 表 6.9 所 示 的 修订 好 的 进度 表 。 
表 6.9 















































A 
B 
D Rn 
E 6 6 
F 5 5 5 5 
HB | 4 0 
加 I ER ee + 
劳力 人 数 9 9 8 9 8 9 9 9 9 


从 表 6.9 上 看 出 ,此 修订 的 进度 计划 在 资源 利用 上 有 较 好 的 均衡 性 。 
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最 后 ,评价 一 个 工程 进度 计划 对 资源 利用 均衡 程度 一 般 以 单位 时 间 内 资源 利用 量 的 方差 
为 标准 ,方差 越 小 , 则 均衡 性 越 好 。 各 -个 工程 计划 给 定 后 , Ts 为 总 工期 ,4, 表示 第 上 时 间 单 
位 对 资源 的 需求 量 , 表示 该 进度 计划 下 单位 时 间 资 源 利用 量 的 均值 , 则 根据 方差 定义 ,有 


内 -二 > (A 一 和) 
对 于 图 6.19 所 示 工 程 来 说 ,初始 进度 计划 表 的 Xx = 13.50。 这 个 进度 计划 下 劳力 资源 利 


用 很 不 均衡 的 ,在 进行 时 间 一 资源 优化 后 ,修订 后 进度 计划 表 的 4,: =1.56。 这 样 , 它 的 资源 利 
用 就 比较 均衡 了 。 


6.3.4 工程 完工 期 的 概率 分 析 


网 络 计划 中 最 基本 的 参数 是 工序 时 间 。 一 般 来 讲 ,工序 时 间 是 一 个 随机 变量 ,在 PERT 
方法 中 采用 三 时 估计 法 , 即 用 式 子 
四 和 六 Ui + 47n, + ph, 
EC) 一 一 一 0 一 一 
来 计算 工序 时 间 , 实 际 就 是 用 这 个 三 时 估计 值 作为 工序 时 间 这 个 随机 变量 的 均值 。 其 方差 为 
一 加 人 
ol 
一 个 工程 的 完工 期 为 关键 路 线 上 各 工序 时 间 之 和 。 由 概率 论 定理 可 知 ,工程 的 完工 期 是 
一 个 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 。 其 期 望 值 为 关键 路 线 上 各 工序 时 间 期 望 之 和 , 即 


其 中 [为 一 关键 路 线 上 工序 集合 。 则 工程 完工 期 的 分 布 函数 
f(T)= ea 


下 他 
v | -~ 

对 干 一 个 网 络 计划 ,只 要 计算 出 关键 路 线 上 的 标准 差 s 和 完工 期 的 期 望 值 工 ,就 能 对 给 
定 某 个 时 间 内 完成 工程 的 可 能 性 作 一 概率 评价 ,通过 令 = 一 下 查 标准 正 态 分 布 


o 





更 (1 ) = Lr ed 


的 相应 表 值 , 即 可 知 工 程 在 T 时 间 内 完成 的 概率 为 多 大 。 
例如 , 某 工 程 网 络 图 如 图 6. 20 所 示 。 先 按 三 时 估计 法 算出 每 一 工序 时 间 ft(i,7) 及 方差 
,并 可 进一步 计算 得 上 述 网 络 之 关键 路 线 为 


10-13-15 .7-8-10 ,78-10-14 9-11-13 
EY © 00 “OI © 





12.83 8. 
所 得 数据 列 于 表 6. 10。 
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由 表 算 得 ,工程 完工 期 的 期 望 值 
Te=12.83+8.17+10.33+11=42.33 


标准 差 
o=V0.69+0.25+1.00+0.44=1.54 
若 指定 要 求 工 程 在 40 天 内 完成 , 即 T= 40, 则 计算 
= 下 一 人 2 ， 
1 
查 标准 正 态 分 布 表 ,可 得 ®( 一 1.51)=0.066, 则 各 知 工程 在 40 天 内 完成 的 概率 为 0.066。 
通过 计算 工程 在 各 工期 内 完工 的 可 能 性 (概率 ), 可 比较 工程 在 工期 内 完工 的 难 易 程度 。 
对 于 处 于 极 难 、 困 难 、 较 难 的 完工 期 , 则 必须 采取 一 系列 的 管理 措施 。 当 概率 为 50% 时 ， 
表示 通常 进行 工作 也 能 达到 要 求 ,平均 完工 期 与 预计 完工 期 一 致 。 而 当 概率 超过 50% 时 , 则 
表示 这 个 完工 期 是 容易 实现 的 。 


类 6.11 





工程 完 [期 难 易 程度 评价 

















85~—95 | 容 易 


另外 ,如 果 对 工程 工期 完工 的 可 能 性 有 所 要 求 时 , 即 要 求 工程 完工 时 间 的 概率 不 小 于 某 一 
数值 时 ,也 可 根据 上 述 公 式 算出 相应 的 完工 期 。 上 例 中 苦 要 求 完 工 可 能 性 达 95% 的 工期 , 查 


正 态 分 布 表 (2)=0.95, 得 4=1.6。 由 =- J 得 相应 工期 为 


o 
T=T.+oA=42.33+(1.6x1.51)=45 天 
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习 题 
6.1 已 知 某 工 程 有 关 资 料 如 表 6.12 
表 6.32 
L 新 | 紧 前 部 | 工 几 村 间 | 工序 | 紧 前 革 序 | Pi 时 间 | 工 序 | 紧 前 工 认 | 工序 时 间 
四 | ww | | wer 7 | = | 5 
ll, | e,[ | 12 时 i 15 
; f 6 | ， 和 2 
1 d,g 10 m 7 
k h 25 q op 3 
1 证 0 | 
要求 :(1) 绘 制 网 络 图 ; 
(2) 计 算 各 项 时 间 参 数 , 求 出 完工 期 ; 
{3) 确 定 关键 路 线 。 
6.2 已 知 如 表 6-13 所 示 资 料 。 
表 6.13 
活动 ”| 作业 时 间 | 紧 前 活动 赶 进度 一 大 所 需 寓 用 ( 百 元 ) 
A | 4 20 Ee 
B 8 | 30 4 
CcC 6 | B 15 3 
也 3 A 5 2 
E 5 入 18 4 
上 7 AA 40 3 
G 4 BD 10 3 
H 3 EF{y | 15 6 
合 计 153 
本 工程 的 问 接 费用 5( 朋 元 天) 
要 求 :(1) 按 正常 情况 绘制 网 络 图 , 求 出 工期 和 关键 线路 ; 
(2) 求 而 该 工程 的 最 低 成 本 工期 ; 


(3) 若 要 求 在 最 低 成 本 工期 基础 上 再 提前 一 天 , 求 出 赶 工 成 本 最 低 的 赶 工 方案 。 
6.3 已 知 条 件 如 表 6. 14, 又 知 间接 费 率 为 15( 千 元 / 周 ) , 求 总 费用 最 低 方案 及 规定 工期 为 8 周 的 总 费用 















最 低 方案 。 
表 6.14 
工作 名 称 | 。 紧 前 工作 。 | 。 正常 工作 时 间 ( 周 ) 直接 费 率 ( 千 元 / 周 ) 
A 2 2 一 
已 一 6 8 
A 3 2 | "12 
了 内 国 2 12 
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续 表 
紧 前 工作 正常 工作 时 间 ( 疝 ) 直 楼 费 率 (于 括 / 周 ) 
也 了 3 1 6 





6.4 已 知 条 件 如 表 6.15, 其 中 ai 、m, ,6 分别 是 对 工作 (i,j) 持 续 时 间 所 作 的 乐观 、 最 可 能 和 莫 观 估计 
值 , 试 求 该 工程 在 20 周 内 完成 的 概率 。 
































表 6.15 
工作 名 称 紧 前 工作 ay my ) 加 
A 1 2 二 
C = 2 3 
: a ee 
E A 2 3 0 
G B 3 6 ss 
H B 2 5 ]4 四 
I DE 1 4 Pi 
RE 


6.5 某 项 工程 有 关 资 料 如 表 6. 16。 


工序 


SiH» 


中 | 呈 | 总 


G 





表 6.16 
TT 
过 1.05 


4.34 


4.05 


要 求 :(1) 通 出 施工 网 络 图 ,确定 关键 工序 及 期 望 完 工期 ; 
{2) 佑 计 工程 在 30 周 内 完工 的 概率 。 


附 :标准 正 态 分 布 表 2()= - 记 


Tdzx 


er 
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第 7 章 风险 型 决策 


7.1 决策 问题 的 基本 要 素 及 分 类 


快 策 这 个 词 起 源 于 英语 中 的 Decision Making。 中 文中 “决策 "一 词 应 理解 为 "决定 策略 "。 
这 里 策略 是 广义 的 ,可 以 是 重大 问题 的 决策 ,也 可 以 指 日 常 工作 ,生产 中 的 行动 方案 。 人 类 在 
生产 ,生活 中 总 是 不 断 地 遇 到 问题 ,决策 就 是 人 们 为 了 解决 当前 或 未 来 可 能 发 生 的 问题 而 选择 
最 佳 方案 的 过 程 。 

一 般 来 讲 , 决 策 理论 是 一 个 比较 广义 的 概念 。 它 涉及 到 经 济 理论 ,组 织 理论 ,行为 理 沦 等 
多 种 学 科 。 本 章 只 介绍 决策 过 程 中 的 数量 分 析 方法 , 即 通常 称 为 决策 分 析 " 的 内 容 。 


7.1.1 决策 的 基本 要 素 


一 般 来 说 ,任何 决策 问题 者 由 下 面 几 个 基本 要 素 组 成 
中 决策 者 ; 
名 可 供 选 择 的 方案 ,用 d, 表示 (j=1,2,…,n); 
二 自然 状态 ,用 8 表示 (i =1,2,.…, 7 ); 
名 自然 状态 概率 ,用 P(9,) 表 示 (i=1,2,…,m); 
结局 , 即 各 方案 在 各 种 可 能 的 自然 状态 下 产生 的 结果 。 
当选 用 a 方案 ,自然 状态 为 8 时 ,产生 的 结局 用 R(9, ,d, ) 表 示 。 
在 一 个 决策 问题 中 ,至 少 要 有 两 个 以 上 可 供 选 择 的 方案 。 自然 状态 是 指 在 决策 过 程 中 可 
能 出 现 的 情况 。 自 然 状 态 的 出 现 是 不 以 决策 者 的 意志 为 转移 的 ,是 不 可 控制 的 。 决策 分 析 中 
结局 经 常用 利润 值 和 损失 值 表 示 , 如 
号 方案 在 6 状态 下 产生 的 利润 值 
0 ,ad 方案 在 8, 状态 下 产生 的 损失 值 
通常 结局 可 用 决策 损益 表 表示 { 表 7.1, 表 7.2)。 
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表 7.1 
和 油 NO 广 案 , 
~ | " 
了 (5 全) 01 Ulil 到 12 4 1 
产 (92) 日 321 W272 U2 
Pl.) 人 nl m2 Hm 
表 7.2 
损 ”内 方 案 
i di d2 d 
P(6) 二 {1 lz 8 Lin 
P(B,) > | 121 la 5 {ys 
P(O,,) 0 | twa i 人 





下 面 例子 可 具体 说 明 决策 的 各 个 基本 要 素 。 

例 7.1 某 唱片 伐 带 公司 为 了 适应 市 场 需求 欲 扩大 生产 ,计划 部 门 提出 三 种 方案 可 供 公 
司 考虑 :QD 扩大 现 有 工厂 ;@ 建 立 一 个 新 工厂 ;名 将 部 分 产量 转 包 给 其 他 街道 工厂 生产 。 对 公 
司 来 说 ,最 大 的 不 肯定 性 是 未 来 市 场 对 产品 的 需求 量 。 经 市 场 预测 分 析 ,需求 量 可 能 会 以 如 下 
的 可 能 性 出 现下 面 四 种 状态 :人 高 需求 量 ,出 现 的 可 能 为 0.2;@@ 中 等 需求 量 , 出 现 的 可 能 为 
0.5;@@ 低 需求 县 ,出 现 的 可 能 为 0.2;@ 失 败 ( 无 需要 ) ,出 现 的 可 能 为 0.1。 

根据 以 往 历史 资料 分 析 ,预计 三 种 方案 在 各 种 市 场 需求 状态 下 ,公司 能 获得 的 利润 值 见 表 7 3_ 


表 7.3 
结局 (收益 ) 方案 
和 
自然 状态 











P(0.)=0.2 高 需求 9 

P(0.}=0.5 中 需求 名 250 300 150 
Pl83)=0.2 低 需 求 893 一 250 -400 -10 
P(9)=0.1 无 需求 0 —450 ~ 800 -100 





问题 是 在 这 些 数 据 资料 下 ,公司 应 选择 什么 方案 最 为 有 利 ? 

上 述 决策 问题 中 ,决策 的 基本 要 素 如 下 : 

中 决策 者 是 公司 经 理 ; 

色 备 选 方案 是 : 必 为 扩大 现 有 工厂 ,d, 为 建 一 个 新 工厂 ,dd， 为 将 部 分 产量 转 包 给 其 他 丁 厂 ; 

二 自然 状态 指 市 场 可 能 出 现状 态 , 即 9, 表示 需求 量 高 .6， 表示 需求 量 中 等 ,0 表示 需求 
量 低 ,9, 表示 无 需求 量 ; 

多 自然 状态 概率 是 指 市 场 各 种 状态 出 现 的 可 能 性 , 即 P(g ) =0.2,P(0,)=0.5,P(0;)= 
0.2,P(0,)=0.1。 
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5) 结 局 是 指 各 方案 在 各 种 可 能 市 场 状 态 下 的 获 利 值 ,由 表 7.3 给 出 。 
7.1.2 决策 分 类 


按照 决策 的 自然 状态 可 将 决策 分 为 三 类 。 

1. 确 定型 决策 

这 类 决策 问题 只 可 能 出 现 一 种 确定 的 自然 状态 ,每 个 行动 方案 在 这 惟一 的 自然 状态 下 的 
结局 是 可 以 计算 出 来 的 。 确 定型 决策 问题 是 一 种 逻辑 上 比较 简单 的 决策 ,只 需 从 所 有 备 选 方 
案 中 ,根据 每 个 方案 结局 ,选择 出 一 个 最 好 的 即 可 。 例 如 ,第 2 章 问 题 1 所 述 线性 规划 问题 就 
是 一 个 确定 型 决策 问题 ,其 中 ， 

X= [zl zj 一 一 决策 方案 

z 三 7xi1+12x, 一 一 日 标 孙 数 ,方案 [x， xz; 下 的 产值 (结局 ) 

局 +4z 委 360 





4r1+5xr;<200 
3r1 + 10x,300 
La ,73>0 
这 是 一 个 确定 型 决策 问题 ,可 根据 各 个 方案 的 产值 (结局 ) 大 小 去 选 样 最 佳 的 生产 方案 。 
用 单纯 形 法 可 求 得 最 优 解 x =20,zx, =24, 最 优 值 为 428。 
2. 风 险 型 决策 
这 类 决策 问题 在 决策 过 程 中 可 以 出 现 多 种 自然 状态 6 (i =1,2,…, mm ), 每 一 个 行动 方案 
在 不 同 自然 状态 下 有 不 同 的 结局 , 且 能 预先 估计 出 各 个 自然 状态 出 现 的 概率 P(6,)(i=1,2， 
…,n)。 快 策 分 析 的 主要 讨论 对 象 是 风险 型 决策 。 
3. 完全 不 确定 型 决策 - 
这 类 决策 与 风险 型 决策 一 样 ,在 决策 过 程 中 可 以 出 现 多 种 自然 状态 ,但 在 这 类 决策 问题 
中 ,不 能 预先 估计 出 各 自然 状态 出 现 的 概率 ,所 以 称 之 为 完全 不 确定 型 决策 。 


7.2 风险 型 决策 


可 行 方案 必须 满足 的 条 件 


7.2.1 风险 型 决策 的 特征 


风险 型 决策 有 如 下 特征 : 

由 决策 过 程 中 存在 两 个 以 上 的 自然 状态 6 (i =1,2,…, zn ) ,但 究竟 会 出 现 哪 一 种 自然 状 
态 ,决策 者 是 不 能 控制 的 ,但 可 以 事先 估计 各 种 自然 状态 出 现 的 概率 P(6 )(i =1,2,… ;71 ) ; 

已 存在 央 策 希望 达到 的 明确 目标 ,例如 收益 最 大 或 损失 最 小 ; 

昌 存 在 多 个 可 供 决策 者 选择 的 方案 ; 

昌 各 个 方案 在 不 同 自然 状态 下 的 结局 (收益 值 或 损失 值 ) 可 以 计算 出 来 。 

例 7.2 为 了 开发 某 种 新 产品 , 某 厂 需要 对 生产 设备 的 投资 规模 作 -- 次 决策 。 设计 部 门 
提出 三 种 可 供 选择 的 方案 :qd, 购买 大 列 设 备 ;d; 购买 中 型 设备 ;d， 购买 小 型 设备 。 预 计 新 产 
品 投放 市 场 后 ,市 场 对 这 种 产品 的 需求 情况 可 能 有 二 种 , 即 有 三 种 可 能 发 生 的 自然 状态 ，; 91 需 
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求 景 较 大 ;6, 需求 量 中 等 ;9, 需求 量 较 小 。 厂 方 经 销 部 门 根 据 有 关 资 料 与 信息 预测 出 市 场 三 
种 需求 情况 的 出 现 概率 P(b ) =0.3,P(2 )=0.4,P(6)=0.3。 厂 方 的 决策 目标 是 使 开发 新 
产品 的 收益 最 大 。 厂 方 估 计 三 种 方案 di 、d, .ds 在 各 种 市 场 状态 下 的 收益 用 表 7.4 表示 。 

未 7.4 


站 (万 元 “、、、 方 案 | 


| dl d> ds 














P{8.)=0.3 [A 
P{0;)=0.4 0» 
P{83) =0.3 Os 





试问 在 上 述 情况 下 厂 方 应 选择 何方 案 最 有 利 ? 
显然 , 例 7.2 是 典型 的 风险 型 决策 问题 。 


7.2.2 期望 值 准则 


决策 问题 的 关键 是 如 何 去 选 择 行动 方案 。 一 般 来 讲 , 首 先 要 对 每 一 个 方案 作出 评价 ,然后 
根据 这 些 评价 去 选择 最 佳 或 满意 的 方案 。 这 种 评价 在 决策 分 析 中 是 以 数量 化 形式 表现 的 , 即 
对 每 一 个 方案 作出 一 个 数量 化 评价 值 : 
d,( 方 案 )<-f(d,)( 方 案 的 数量 化 评价 值 ) 
于 是 问题 归结 为 确定 方案 评价 值 的 准则 是 什么 ? 也 就 是 决策 准则 是 什么 ”在 风险 型 决策 中 ， 
经 常 采用 “期 望 值 准则 ”"。 它 把 一 个 方案 在 各 种 状态 下 的 收益 (或 损失 ) 的 期 望 值 作为 这 方案 的 
评价 值 , 即 有 


中 (方案 )<7(o )= Rd )= 2 P(4 jx (收益 期 望 值 
其 中 凡是 邮 方案 在 出 现 自然 状态 & 时 的 收益 值 。 然 后 根据 各 方案 评价 值 -一 收益 或 损失 其 
望 值 的 大 小 去 选择 方案 , 即 有 
max E(d,)= 二 上 "(di),d; 为 最 优 方案 
上 述 例 7.2 问题 中 , 先 计算 三 个 方案 的 收益 期 望 值 ; 
E(d)=P(0, Yu + P(B,)au + POOs ) ua 
=0.3x50+0.4xX20+0.3x(—20)=17 
El(di)=P(O) ur + P(O, un t+ P(O, us 
=0.3x30+0.4x25+0.3x(-10)=16 
E(ds)= P(0,) ui + P{(0,) a + P(O,) us 
=0.3x10+0.4x10+0.3x10=10 
根据 “收益 期 望 值 最 大 准则 "得 
max E{(d,)=max|17,16,10{=17 
应 选择 di 方案 , 即 采用 购买 大 型 设备 方案 最 为 有 利 。 
例 7.3 某 轻工业 企业 利用 剩余 生产 能 力 生 产 一 种 季节 性 新 产品 , 自 产 自 销 。 产品 成 本 
每 盒 50 元 , 售 出 价 每 盒 80 元 ;如 果 当 日 剩余 一 盒 将 损失 20 元 。 如 果 当 日 不 能 满足 市 场 需要 ， 
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除 损失 销 额外 ,不 再 有 其 他 损失 。 可 根据 去 年 问 期 90 天 内 类 似 产 品 的 销售 量 统计 分 析 未 来 市 
场 销售 需求 趋势 ,大 致 估计 出 该 产品 今年 将 可 能 遇 到 的 自然 状态 (市 场 需求 量 )6 及 它们 出 现 
的 概率 P(6 ) ,这 由 表 7.5 给 出 。 






自然 状态 (日 销售 量 ) 
去 年 完成 的 天 数 















估计 状态 概率 P(8 )》 
该 企业 拟定 今年 该 产品 日产 量 的 备 选 计划 方案 为 100 盒 .110 盒 .120 盒 .130 盒 , 试 问 该 
企业 应 决定 日 产量 为 多 少 最 合适 ? 
解 采用 最 大 收益 期 望 准则 进行 决策 。 计 算 各 方案 在 不 同 的 市 场 销售 状态 下 的 收益 值 ， 
见 表 7.6。 
表 7.6 
收益 ( 元 ) di =100( 僵 ) dz=110 ds=120 d=130 
1 3 = | 
P(8;)=0.2,9| =100( 盒 ) ”3 000 2 800 2 600 2 400 
P{8,)=0.3,0,=110 3 000 3 300 3 100 2 900 
P(8s)=0.4,6;= 120 3000 3 300 3 600 3 400 
P{0,)=0.1,0, =130 3 000 3 300 3 600 3 900 
收益 期 望 E(a;) 3 250 3 100 


表 7.6 中 收益 值 wx 计算 过 程 如 下 : 
uu 表示 日 产量 4 =100 盒 ,当日 市 场 售 出 9 =100 盒 时 所 获 的 收益 
ui 二 30X100=3 000 元 
ub 表示 日 产量 d: = 110 盒 ,当日 市 场 售 出 8, = 100 盒 , 并 剩余 10 盒 时 所 获 的 收益 
wz = 30Xx100 一 20x10=2 800 元 
ww 表示 日 产量 d=120 盒 ,当日 市 场 需求 量 为 9, = 130 盒 时 所 获 收 益 
ua =30Xx120=3 600 元 
根据 上 述 决策 收益 ( 表 7.6) ,计算 各 生产 方案 的 收益 期 望 值 如 下 ， 
Etdi=1l00)=3000x0.2+3000x0.3+3 000x0.4+3000x0.1=3000 元 
Eld,=110)=2 800x0.2+3 300xX0.3+3 300x0.4+3 300x0.1=3 200 元 
E(d:3=120)=2 600x0.2+3 100x0.3+3600x0.4+3600x0.1=3250 元 
E(ds=130)=2 400x0.2+2400x0.3+3400x0.4+3 400x0.1=3 100 元 
将 上 述 结果 填 人 表 7.6 的 最 后 一 行 。 其 中 生产 方案 da= 120 盒 的 收益 期 望 秆 最 大 ,所 以 
应 选择 日 产量 为 120 盒 的 生产 方案 。 
这 个 决策 问题 也 可 以 采用 最 小 损失 期 望 值 准则 进行 决策 。 这 个 问题 中 的 损失 包括 两 部 
分 :一 部 分 是 由 于 生产 过 剩 , 销 售 剩 余部 分 在 存储 过 程 中 变质 造成 损失 ; 另 _ 部 分 是 因为 后 产 
基 太 小 ,不 能 满足 市 场 需求 ,本 应 该 得 到 的 收益 因 生产 量 不 足 而 失去 机 会 造成 损失 。 按照 这 个 
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观点 ,首先 计算 出 每 个 方案 在 不 同 自 然 状 态 下 (不 同 销售 量 下 ) 的 损失 值 , 用 表 7.7 表示 。 


表 7.7 










, P(01)=0.2.0, -100( 全 ) 0 
P(02)=0.3,6 =1i0 
P(03)=0.4,6 =120 
P(0)=0.1,04=130 















表 7.7 中 损失 值 /; 计 算 如 下 : 
日 产量 方案 为 由 =100 盒 日 销售 量 为 9, = 100 盒 时 的 损失 值 /1 =0。 
日 产量 方案 为 d; = 120 盒 .日 销售 量 为 9 = 100 盒 时 的 损失 值 1, =20 x (120 100) = 
400 元 (报废 性 损失 )。 
日 产量 方案 为 由 = 100 念 .日 销售 量 为 9, = 130 盒 时 的 损失 值 1,, = 30 x (130 - 100) = 
900 元 (机 会 损失 )。 
根据 决策 损失 值 表 ( 表 7.7) ,计算 各 生产 方案 的 期 望 损失 值 EF(d;), 并 填 在 表 7.7 最 后 一 
行内 , 即 
E(d:)=0x0.2+300x0.3+600x0.4+900x0.1=420 元 
El(d2)=200x0.2+0x0.3+300x0.4+600x0.1=220 元 
El(d3)=400x0.2+200x0.3+0x0,.4+300x0.1=170 元 
E(ds)=600x0.2+400x0.3+200x0.4+0x0.1=320 元 
其 中 方案 d = 120 盒 的 损失 期 望 值 E(d; ) = 170 元 ,为 最 少 。 按 损 失 期 望 值 最 小 准则 ,应 
选择 日 产量 120 盒 的 方案 。 这 个 结论 与 按 最 大 收益 期 望 准则 决策 所 得 的 结论 是 一 致 的 。 事 实 
上 ,还 可 以 用 期 望 值 公式 验证 这 一 一 般 性 结论 ,有 兴趣 的 读者 不 妨 自 证 . 
必须 指出 ,在 使 用 期 望 值 准则 决策 时 ,期 望 值 并 不 代表 必然 能 实现 的 数值 。 因此 ,在 一 次 
性 决策 中 按期 望 值 准 则 选择 的 方案 ,也 不 一 定 就 是 效果 最 好 的 方案 。 从 统计 学 角度 来 看 ,以 期 
望 值 作为 评选 方案 优 劣 的 数量 标准 还 是 合理 的 , 即 如果 这 类 决策 问题 重复 出 现 多 次 , 则 收益 期 
望 值 大 的 方案 优 于 收益 期 望 值 小 的 方案 。 


7.2.3 决策 树 


风险 型 决策 可 以 借助 于 一 种 名 为 “决策 树 " 的 图 形 微 出 。 它 不 仅 可 以 处 理 单 阶段 决策 问 
题 ,而 且 可 以 有 效 地 解决 一 些 多 阶段 决策 问题 。 
1 ,决策 树 的 结构 


决策 树 是 一 种 由 结 点 和 分 支 构成 的 由 左 向 右 横向 展开 的 树 状 图 形 .。 
(1) 结 点 


决策 树 中 的 结 点 可 分 为 下 列 三 种 。 
1) 决 策 结 点 "通常 用 方块 口 表示 。 由 决策 结 点 引出 若干 分 支 ,每 个 分 支 表 示 一 个 方案 , 称 
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方案 分 文 。 

2) 状 态 结 点 ”用 圆 形 〇 〇 表示 。 由 状态 结 点 引出 若干 分 支 , 每 个 分 支 表示 一 个 自然 状态 , 称 
为 状态 分 支 或 概率 分 支 。 

3) 结 局 结 点 ”通常 用 三 角形 人 表示 。 它 表示 一 个 方案 在 一 个 自然 状态 下 的 结局 。 

(3) 分 支 

决策 树 中 的 边 称 为 分 支 , 分 支 分 为 两 类 。 

1) 方 案 分 支 ”由 决策 结 点 引出 的 分 支 ,每 一 分 枝 表 示 一 个 方案 。 

2) 概 率 分 支 ”由 状态 结 点 引出 的 分 支 ,每 个 分 支 表示 一 种 自然 状态 。 每 个 概率 分 支 上 标 
明 它 表 示 的 自然 状态 及 自然 状态 概率 。 

图 7.1 表示 一 简单 的 决策 树 。 





汪 浇 豆 窗 





2. 利 用 决策 树 进行 决策 的 步骤 
QD 绘制 决策 树 。 
内 自 右 至 左 计算 各 个 方案 的 期 望 值 ,将 计算 结果 标 在 方案 分 支 右 端 状态 结 点 旁 。 
昌 根 据 各 方案 期 望 值 大 小 进行 选择 ,将 在 收益 期 望 值 小 的 方案 分 支 上 画 上 删除 号 ,表示 应 
删 去 。 这 个 过 程 称 为 “ 剪 支 " ,所 保留 下 来 的 分 支 即 为 最 优 方案 。 
3. 实 例 
(1) 单 阶段 决策 问题 
以 例 7.2 为 例 , 画 出 决策 树 进行 决策 ,如 图 
7.2 所 示 。 
方案 分 支 d 的 期 望 值 即 右 端 状态 结 点 1 
的 期 望 值 , 记 为 
E(1)=0.3x50+0.4x20+0.3x 
(—20)=17, 
间 理 可 得 
E(2)=0,3x30+0.4X25+0.3x 
(—10)=16, 
E(3)=0.3x10+0.4x10+0,3x10 
=10 
报 据 期 望 值 准则 ,将 d, 和 4; 分 支 画 上 删除 号 表示 前 去 ,剩余 di 分 支 即 为 最 优 方 案 。 
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(2) 多 阶段 决策 问题 

例 7.4 有 一 个 化 工 原料 三 ,由 于 某 项 工艺 不 够 好 ,产品 成 本 较 高 ,现在 计划 将 该 项 工艺 
加 以 改进 。 取 得 新 耳 艺 有 两 条 途径 :一 是 自行 研究 ,估计 成 功 的 可 能 性 是 0.6; 二 是 从 国外 引 
进 ,估计 谈判 成 功 的 可 能 性 是 0.8。 不 论 研究 成 功 还 是 谈判 成 功 ,生产 规模 都 考虑 两 种 方案 ， 
一 是 产量 不 变 , 一 是 增加 产量 。 如 果 自 行 研究 和 谈判 都 失败 , 则 仍 采 用 原 工 艺 进 行 生产 ,并 保 
持原 产量 不 变 。 

根据 市 场 预测 ,估计 今后 5 年 肉 这 种 产品 跌价 的 可 能 性 是 0.1, 保 持 中 等 价 的 可 能 性 是 
0.5, 涨 价 的 可 能 性 是 0.4, 各 状态 下 的 收益 值 见 表 7.8, 试 用 决策 树 法 进行 决策 。 

表 7.8 















引进 技术 成 功 (0.8) 自行 研究 成 功 (0.6) 
价格 状态 增加 产量 ! 产量 不 变 | 增 吉 产量 





价格 低落 (0.1) -300 
价格 中 等 (0.5) 
价格 高 涨 (0.4) 100 140 250 200 


和 解 ”中 从 左 往 右 画 出 决策 树 。 决 策 点 1 引出 两 个 方案 分 支 :引进 技术 和 和 白 行 研究 。 两 个 
方案 分 支 的 端点 是 状态 结 点 2 和 3。 从 结 点 2 引出 两 个 状态 分 支 :失败 (概率 0.2) 或 成 功 ( 概 
率 0.8), 其 中 失败 分 支 的 端点 是 状态 结 点 4, 而 成 功 分 支 的 端点 是 决策 结 点 5。 由 于 引进 技术 
失败 后 维持 原 工艺 不 变 ,不 需要 作 决 策 了 ,因此 ,只 需 从 结 点 4 引出 价格 低 、 价 格 中 .价格 高 的 
三 个 状态 分 支 ,并 标 上 相应 概率 ,然后 在 右 端 结局 结 点 上 标 上 相应 的 收益 值 。 对 于 成 功 分 支 右 
端的 决策 结 点 5, 又 需 引 出 两 个 方案 分 支 :产量 不 变 的 方案 分 支 和 增加 产量 的 方案 分 支 。 产 量 
不 变 的 方案 分 支 的 右 端 结 点 8 引出 三 个 状态 分 支 , 填 上 相应 概率 并 在 各 状态 分 支 右 端的 结局 
结 点 上 标 上 相应 收益 值 。 增 加 产量 的 方案 分 支 的 右 端 结 点 9, 同 样 引出 三 个 状态 分 支 ,也 填 上 
各 自 状态 概率 ,并 在 尾部 结 点 上 标 上 相应 的 收益 值 。 

对 于 状态 结 点 3, 也 引出 两 个 状态 分 支 , 即 自行 研究 成 功 和 自行 研究 失败 ,分 别 标 上 状态 
概率 0.6 和 10.4。 其 中 成 功 分 支 的 端点 是 决策 结 点 6。 它 引出 产量 不 变 和 增加 产 鼻 两 个 方案 
分 支 ,每 个 方案 分 支 右 端 结 点 又 各 自 有 三 个 状态 分 支 。 失 败 分 支 右 端 是 状态 结 点 7, 它 同 状态 
结 点 4 一 样 , 标 上 三 种 状态 的 概率 和 相应 的 收益 值 。 

从 图 7.3 看 出 , 例 7.4 问题 中 的 决策 有 两 级 。 第 一 级 要 作 产量 不 变 和 增加 产量 两 个 方案 
的 选择 和 决策 ,第 二 级 作出 引进 技术 和 自行 研究 这 两 个 方案 间 的 选择 和 决策 。 

例 7.5 某 公 司 为 建 一 工厂 制订 了 两 个 方案 ;一 个 方案 是 一 次 完成 建设 大 厂 ; 另 一 个 方案 
是 分 两 步 , 先 建 个 小 三 ,二 年 后 再 考虑 是 否 进 行 扩建 。 假设 资源 条 件 约束 无 特殊 要 求 , 公 司 有 
关 部 门 已 有 如 下 资料 。 

QD 销售 部 门 提供 了 市 场 需求 预测 ( 表 7.9)。 








疙 7.9 
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ee, 价格 低 (0.1) -100 

四 价格 中 (0.5)》 和 

失败 (0.2) 价格 商 (0.4) ne 
做 (0.1) 

: 一 200 
(2) 私 /中 (0.5) 


号 
进 加 
高 (0.4) 
技 成 功 (D.S)NNN 一 
术 人 


增产 (9) 中 (0.5 


| 决 高 (0.4) 
策 低 (0.1) 


PP PP PP PP PP PP 
TD 
in 


0 —200 
God) 中 (0.5) 

人 0.4 
人 200 
" 低 (0.1》 0 
(全 增产 D 中 (0.5) 8 
Es oo 
失败 {0.4) 30 C0 -100 
中 (0.5 0 

高 (0.4) 
100 

图 7.3 


多 基建 .生产 .财务 部 门 提供 成 本 效益 预测 为 建 大 厂 投资 300 万 元 , 建 小 厂 投 资 130 万 元 ， 
建 小 三 再 扩充 规模 投资 220 万 元 。 三 种 建 厂 方案 在 市 场 需 求 量 高 和 市 场 需求 量 低 的 情况 下 ， 
每 年 的 收益 值 见 表 7.10。 


表 7,10 





公司 该 怎样 决策 才能 使 10 年 内 总 收益 最 大 ? 
解 ”这 个 问题 是 一 个 二 阶段 决策 问题 。 第 一 阶段 需 确 定 是 建 大 厂 还 是 建 小 厂 ; 若 第 一 阶 
段 选 择 建 小 三 时 ,二 年 后 需 决定 是 否 要 扩建 小 厂 规 模 。 使 用 决策 树 方法 来 处 理 这 个 问题 。 
根据 资料 计算 各 方案 下 的 收益 值 和 未 来 各 种 市 场 状 态 的 出 现 概率 。 
首先 ,计算 收益 值 如 表 7.11 所 示 。 
表 7.11 










先 建 小 厂 {投资 130 万 ) 
二 年 后 扩建 (投资 220 万 ) 
40x2+70x8= 640 万 
40x2+5x8=120 万 


建 大 厂 
(投资 300 万 ) 


















的 大 坊 

前 2 年 高 需求 后 8 年 高 需求 (0,6) 
前 2 年 高 需求 后 8 年 抵 需 求 40.1) =280 万 
前 2 年 低 需求 后 8 年 低 需 求 (0.3) 10x10= 100 万 30x2+5x8=100 万 


然后 ,计算 10 年 期 内 各 种 市 场 状态 出 现 的 概率 如 下 : 


二 年 后 不 扩建 














40x10=400 万 
40x2+30x8=320 万 
30x10=300 万 










100x2+10x8 
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P( 前 2 年 高 需求 ) = P( 前 2 年 高 需求 且 后 8 年 高 需求 )+ P( 前 2 年 高 血 求 且 后 8 年 低 需 
求 )=0.6+0.1=0.7 


同 理 ,由 事件 间 的 起 斥 性 得 : P( 前 2 年 低 需求 ) =0.3。 再 由 条 件 概率 公式 可 得 ， 
P( 后 8 年 高 需求 | 前 2 年 高 需求 )= 1 = 0 86 
R( 后 8 年 低 需求 | 前 2 年 高 需求 )=1-0.86=0.14 
P( 后 8 年 低 需求 | 前 2 年 低 需求 )= 0 23= 1 

@ 绘 制 决策 树 (图 7.4) 


前 2 年 高 需求 后 8 年 高 规 求 (0.6) A 1000 
2 前 2 年 页 需 来 后 8 年 低 雷 来 (0 ,sp 
前 2 年 构 8 年 低 震 求 (0.3 

2172 后 s 年 高 而 求 (0.86) 人 i 
oo | 扩建 人 5 大 、 后 8 年 低 需求 (0.14) 

后 8 年 高 斋 求 (0.36 
gp 3 | 未 扩 2588 人 各 

建 小 厂 需求 (0.7) 后 8 年 低 融 求人 0.14) 
.220 320 

232.16 扩 © 后 8 年 猎 需 求 {1) 人 
前 2 年 低 需 来 (0. KY 100 
170 

不 六 (8 后 8 年 低 逢 求 (1 ) A 300 


| | 后 8 年 | 


图 7.4 

@ 计 算 各 方案 分 支 ( 右 端 状态 结 点 ) 的 收益 期 望 值 , 并 在 各 决策 结 点 对 方案 分 支 进行 前 支 。 
E(5)=640x0.86+120x0.14- (220+130)=217.2 万 
E(6)=400x0.86+320x0.4-130=258.8 万 

在 决策 结 点 3 处 应 把 扩建 分 支 前 去 。 

计算 结 点 7 和 结 点 8 的 收益 期 望 值 。 得 
E(7)=100~ (220+130) = -250 万 
下 (8)=300-130=170 万 

在 决策 结 点 4 处 应 将 扩建 分 支 前 去 。 

计算 状态 结 点 1 的 收益 期 望 值 ,得 
E(1)=1 000x0.6+280x0.1+100x0.3-300=358 万 

计算 结 点 2 的 收益 期 望 值 ,得 
E(2)=258.8x0.7+170x0.3=232.16 廊 

经 比较 后 ,在 决策 结 点 0 处 将 建 小 厂 分 支 剪 去 , 即 应 选择 建 大 厂 方案 最 为 有 利 。 

决策 树 分 析 法 本 质 上 还 是 一 种 期 望 值 准则 决策 方法 。 对 于 一 此 比较 复杂 的 决策 问题 ,使 


用 决策 树 比较 有 效 ， 对 于 多 级 决策 问题 尤为 方便 。 决 策 树 方法 现 已 得 到 广泛 的 使 用 , 它 有 几 个 
明显 的 优点 : 
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中 决策 树 反映 整个 决策 过 程 ,使 决策 者 能 够 以 一 定 顺序 ,有 步骤、 有 条 理 地 去 周密 考察 各 
有 关 因 素 ; 
”四 决策 树 方法 要 求 决策 音 考虑 检验 泊 有 可 能 的 结果 ,合意 和 不 合意 的 都 同样 次 进 行 考虑 ; 
母 决策 树 以 一 种 非常 直观 ,简明 的 方式 ,用 图 形 把 决策 过 程 形象 二 显示 出 来 ,使 更 多 的 人 
了 解 这 个 决策 过 程 ,以 便 用 集体 智慧 进行 决策 ; 
多 决策 树 方法 可 以 通过 计算 机 进行 计算 和 模拟 ,可 以 观察 分 析 这 些 备 选 方案 的 变化 对 最 
终结 果 产 生 的 影响 、 


7.2.4 ”由 叶 斯 决策 


在 风险 型 决策 中 ,对 自然 状态 出 现 概率 P(6;) 估 计 的 正确 程度 占 接 影响 到 决策 中 收益 期 
望 值 。 为 了 更 好 地 进行 决策 ,在 条 件 许 可 的 情况 下 , 往 御 需要 进一步 补 充 新 信息 .补充 信息 可 
以 通过 进一步 调查 试验、 咨询 得 到 ,而 为 了 获得 这 些 补充 信息 需 支 付 一 定 费 用 。 获 得 新 信息 
后 ,可 根据 这 些 补充 信息 修正 原先 对 自然 状态 出 更 概率 的 估计 值 P(6 ) ,并 利用 修正 的 概率 分 
布 重新 进行 决策 。 由 于 这 种 概率 修正 主要 根据 概率 论 中 的 贝 叶 斯 (Bayes) 定 理 进行 , 故 称 这 种 
决策 为 贝 叶 斯 决策 。 贝 时 斯 决策 通常 可 以 分 为 三 步 进 行 。 

1) 先 验 分 析 ”决策 者 首先 根据 资料 及 经 验 对 各 自然 状态 出 现 的 概率 P(6 } 作 出 估计 , 称 
为 先 验 概率 ,然后 依据 先 验 概率 分 布 及 期 望 值 准 则 作出 决策 ,选择 出 最 优 方案 ,并 得 出 相应 最 
优 期 望 值 , 记 为 EMV* ( 先 )。 

2) 预 验 分 析 在 补充 新 信息 前 , 先 对 补充 信息 是 否 合算 作出 分 析 , 从 而 决定 是 否 补充 新 信 
息 。 

3) 后 验 分 析 根据 获得 的 新 信息 ,对 先 验 概率 分 布 进行 修正 ,得 到 后 验 概率 分 布 ,在 此 基 
础 上 作出 决策 ,并 计算 出 补充 信息 的 价值 。 

1. 先 验 分 析 

首先 估计 自然 状态 8 中 现 概率 为 P(0)(;=1,2,…, mi)， ,为 方案 d, 在 8 状态 下 的 政 
益 值 , 见 表 7.12。 














表 7,12 








P{9i} a : 好 1 Hl 
Dlg,) Uz ual 





Pt 的 }) 0 ， Hl Wa 


根据 期 望 值 准则 ,计算 各 方案 收益 期 望 值 ， 


E(d,)= plo Ed RD 


相应 最 优 决策 方案 及 最 优 期 望 信 
max El(d,)= El(d,)=EMV*( 先 ) 


Hen 
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2. 预 验 分 析 

信息 的 价值 在 于 它 能 提高 决策 的 最 大 期 望 收益 值 ,但 是 如 果 为 疾 得 信息 所 花费 的 费用 超 
过 它 所 能 提高 的 期 望 收益 值 , 这 种 补充 信息 是 不 合算 的 。 所 有 信息 中 最 好 、 最 理想 的 信息 白 然 
是 完全 可 靠 .准确 的 信息 , 即 这 种 信息 预报 某 自然 状态 出 现 , 则 在 实际 中 必定 出 现 这 自然 状态 ， 
这 种 信息 称 为 完全 信息 。 在 预 验 分 析 中 ,首先 估算 出 完全 信息 的 价值 (任何 信息 的 价值 均 不 会 
超过 完全 信息 的 价值 ) ,并 以 它 为 一 个 标准 。 如 果 补 充 信息 费用 C, 远 远 小 于 完全 信息 之 价 
值 , 则 可 认为 这 种 补充 信息 是 合算 的 。 反 之 ,如 果 信 息 费 用 C, 接近 甚至 超过 完全 信息 的 价 
值 , 则 可 认为 这 种 补充 信息 是 不 合算 的 。 

当 完 全 信息 预报 出 现 和 状态 时 , 间 题 变 为 确定 型 决策 问题 。 最 优 方案 显然 应 由 下 式 确定 : 


max { ze | 


在 完全 信息 下 ,决策 所 能 获得 的 最 大 收益 期 望 值 
FEPPT= 3 P(0,)}:max| ay | 


显然 ,EPPI 与 EMV“ ( 先 ) 之 间 的 差额 就 是 得 到 了 完全 信息 而 使 期 望 收益 增加 的 部 分 。 这 个 
值 就 是 该 问题 的 完全 信息 价值 , 简 记 为 EVPI。 
EVPI= EPPI EMV“ ( 先 ) 
需要 指出 ,十 分 完善 的 信息 是 很 难得 到 的 ,有 时 甚至 根本 无 法 效 得 完全 信息 ， 因 此 ,算出 
的 完全 信息 价值 ,常常 只 是 作为 支付 信息 费用 的 一 个 上 限 ,也 是 决定 是 否 有 必要 进一步 获取 情 
报信 息 的 依据 。 
例 7.6 计算 例 7.2 所 述 问题 中 完全 信息 的 价值 。 
解 由 例 7.2 所 解 ,已 算出 先 验 分 析 中 最 大 期 望 收益 值 为 17 万 元 , 即 有 
EMV ' ( 先 )=max E(d,)=17 万 元 
在 完全 信息 下 : 
预报 9, 出 现 ,由 max150,30,10| = 50, 选 a, 为 最 优 方案 ; 
预报 8, 出 现 ,由 maxi20,25,10| =25, 选 q, 为 最 优 方案 ; 
顶 报 6 出 现 , 由 maxi - 20,- 10,101= 10, 选 g; 为 最 优 方案 。 
完全 信息 下 最 大 期 望 收益 值 为 
EPPI=0.3x50+0.4x25+0.3x10=28 万 元 
完全 信息 的 价值 
EVPI= EPPI EMV '“( 先 )=28 一 17=11 万 元 
3. 后 验 分 析 
后 验 分 析 工 作 由 补充 新 信息 计算 修正 概率 .重新 决策 .计算 补充 信息 的 价值 四 部 分 组 成 。 
(1) 补 充 新 信息 
补充 新 信息 一 般 是 通过 对 zx, 、x;、……、z, 共 s 个 状态 的 调查 、 试 验 ,预报 其 中 哪 一 个 将 出 
现 ,同时 通过 资料 获取 条 件 概率 P(x | 8.), 即 实际 出 现 自然 状态 9, 而 预报 z, 的 概率 。 
(2) 修 正 概 率 
在 已 知 先 验 概 率 P(6 )(G =1,2,…, nm) 及 条 件 概 率 P(x,10)(j=1,2,.,s3i=1,2,, 
mm ) 的 基础 上 ,利用 贝 叶 斯 公式 可 计算 出 修正 概率 , 即 后 验 概率 
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re 





9 }Plzx,|08) 
ba )P(x;|0,) 


P(L |x,)=- 


上 述 后 验 概率 的 计算 也 可 用 表格 进行 ( 表 7 13)。 
表 7.13 





开 P(z 站 6 ) 村 后 验 概率 P(6; |zx,) 












“Pl /0 }- 
P(x /02)." 


-P(A Plt, /60.): ‘P(A /ri 
人 (PCA PUB Ar) 











(8 Ar) 





TAB -PP(O P(r: /0 )-… 





P(r)*P(zr,) Plz,) 


表 7.13 中 后 验 概率 计算 过 程 如 下 : 

(a) 表 中 工 为 自然 状态 概率 ,下部 分 为 条 件 概率 P(x; |9,), 可 以 依次 填 人 表 内 ; 

(b) 表 中 焉 部 分 为 概率 P(x; 门 8,), 耳 中 第 i 列 各 元 素 可 由 工 和 下 中 第 ; 列 相 应 元 素 相 乘 
而 得 ,例如 P(x M8,)= Pp(0,): Plx, 18,); 

(c) 表 中 下 部 分 最 后 一 行 元 素 P(x, ) 是 正中 第 ; 列 各 元 素 之 和 , 即 


P(zi) = 2 Pe P(z;10,) 


(d) 表 中 办 部 分 为 后 验 概率 ， 及 中 第 i 列 元 素 是 由 焉 中 第 i 列 各 元 素 分 别 除 以 P(z,) 而 
得 , 即 为 


Po |z;)= 


(3) 重 新 决策 
根据 已 得 的 后 验 概率 ,可 预先 作出 决策 的 框架 。 假 设 补充 信息 预报 将 出 现 rz 状态 , 则 使 


用 后 验 修正 概率 分 布 P(9, |z,) (j=1,2,…,m)， 计算 各 方案 的 期 望 收益 值 ,并 依 期 望 值 准 
则 进行 决策 ,得 


E(d, lz,)= 2 P(tz)u, (j=1,2,.…,n) 
max El(d,|z)=E(d |x,) 
选择 忆 为 预报 x 时 的 最 优 方案 ,相应 最 大 期 望 收益 值 记 为 
E(xz)=E(di | x;) 
一 旦 得 到 补充 信息 预报 ， 由 可 按 上 述 方式 进行 决策 。 
(4) 计 算 补 充 信息 价值 
根据 已 计算 出 的 补充 信息 预报 各 状态 出 现 的 概率 P(xz;)(i=1,2,…,s), 可 计算 出 后 验 分 
析 中 最 大 期 望 收 益 值 


EMV- (后 )= PP(s )ECz,) 
显然 ,获得 补充 信息 后 ,期 望 收益 值 增加 了 EMV* (后 ) -EMV ( 先 )。 这 样 ,补充 信息 的 


P(0 ):P(z,|0) i 
7 (j=1,2,.…,m) 
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价值 为 EMV' (后 ) - EMVY"”( 先 )。 由 此 ,可 将 补充 信息 的 价值 与 获得 信息 所 付出 的 代价 进行 
对 比 ,从 而 作出 正确 决策 。 

应 当 指出 的 是 ,补充 信息 通常 具有 不 确定 性 ,因而 ,这 样 的 信息 是 不 完全 的 ,或 说 不 是 绝对 准确 
的 ,这 种 信息 也 称 为 抽样 信息 。 因 此 , 与 完全 信息 相 比 ,补充 信息 价值 不 会 大 于 完全 信息 价值 。 

例 ?.7 某 工 程 项 目 按 合同 应 在 三 个 月 内 完工 ,其 施工 费用 与 工程 完 十 期 有 关 。 假 定 天 
气 是 影响 工程 能 否 按 期 完工 的 决定 因素 ,如 果 天 气 好 ,工程 能 按时 完工 ,施工 单位 可 获 利 5 万 
元 ;如 果 天 气 不 好 ,不 能 按时 完工 ,施工 单位 将 被 罚款 1 万 元 ; 若 不 施工 就 要 损失 窝 工 费 2 千 
九 。 根 据 过 去 的 经 验 , 在 计划 施工 期 内 天 气 好 的 可 能 性 为 30%。 为 了 更 好 地 掌握 天 气 情况 ， 
可 请 气象 中 心 作 进 一 步 天 气 预报 ,并 提供 同一 时 期 天 气 预 报 资料 ,这 需 支 付 信 息 资料 费 0.08 
万 元 。 从 提供 的 资料 中 可 知 ,气象 中 心 对 好 天 气 预报 准确 性 为 80% , 对 坏 天 气 预报 准确 性 为 
90%。 问 该 如 何 进 行 决策 ? 

解 ”采用 贝 叶 斯 决策 方法 。 

] . 先 验 分 析 

根据 已 有 资料 作出 决策 损益 表 ( 表 7.14) 

表 7.14 


















收益 值 (万 ) d: 
不 施工 
好 天 气 9， (0.3) 5 -0.2 
坏 天 气 克 (6.7) -1 0.2 
Etd,) 0.8 -0.2 四 
根据 期 望 值 准则 选择 方案 d, 施工 有 利 ,相应 最 大 期 望 收益 值 EMV ' { 先 ) =0.8 万 元 。 
正 . 预 验 分 析 


计算 完全 信息 下 最 大 期 望 收益 值 EPPI 和 完全 信息 的 价值 EVPI ,得 
EPPI=0.3x5+0.7x( -0.2)=1.36 万 元 
EVvP1=1.36-0.8=0.56 万 元 
而 信息 资料 费 C, =0.08<<0.56, 所 以 初步 认为 请 气象 中 心 提供 信息 和 资料 是 合算 的 。 
用 .后 验 分 析 
a) 补 充 信息 气象 中 心 将 提供 预报 此 时 期 内 两 种 天 气 状态 x, (好 天 气 ) .x,( 坏 天 气 ) 将 会 
出 现 娜 一 种 状态 (本 例 中 补充 信息 预报 的 状态 正好 和 原 自 然 状 态 一 致 ) 。 
从 气象 中 心 提 供 的 同期 天 气 资料 可 得 知 条 件 概率 : 
天 气 好 且 预 报 天 气 也 好 的 概率 P(x,10,)=0.8; 
天 气 好 而 预报 天 气 不 好 的 概率 P(x, 190,)=0,2; 
天 气 坏 而 预报 天 气 好 的 概率 P(x110,)=0.1; 
天 气 坏 且 预报 天 气 也 坏 的 概率 P(x, |6,)=0.9。 
b) 计 算 后 验 概率 分 布 ”根据 全 概率 公式 和 贝 叶 斯 公式 ,可 计算 下 列 后 验 概 尝 。 预报 天 气 
好 与 天 气 坏 的 概 党 分 别 为 
P(x1)=P(0,)°P(r 10.)+ P(0,)*P(r,10,) 
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=0.3x0.8+0.7x0.1=0.31 
P(x;)=P(0,)-P(r|0,)+P(0,):P(x,10,) 
=0.3x0.2+0,.7xX0.9=0.69 
预报 天 气 好 昌 天 气 实际 也 好 的 概率 


p01) = CES co - 
预报 天 气 好 而 天 气 实际 不 好 的 概率 


Pp(0rlz) = pT 


预报 天 气 不 好 而 实际 天 气 好 的 概率 


_P(8,)°*P{(zx,10,) 
P(O,|x,) i 
预报 天 气 不 好 且 实 际 天 气 也 不 好 的 概率 


p(0,|z,) -pS -0.7x0.90.69=0.91 


上 述 计算 也 可 用 表格 形式 进行 , 见 表 7. 15。 


0.3x0.8/0.31=0.77 
=0.7x0.1[0.31=0.23 


=0.3x0.2 略 .69=0.09 


表 7.15 


条 性 概率 (x, /9,) P(rifNd) 
工 | TT TI he 
0.8 0.2 0.24 0.06 
0.{ 0.9 0.07 0.63 


后 锥 概率 PUB /2 ) 













P(r)=0.3! P(x2}=0.69 
c) 后 验 决 策 若 气 象 中 心 预报 天 气 好 (zi ) , 则 每 个 方案 的 最 大 期 望 收益 值 
E(dilxi)=0.77x5+0.23x(-1)=3.62 
El(d;|zx1)=0.77xX(~0.2)+0.23x(-0.2)}= -0.2 
选择 d, 即 施工 的 方案 ,相应 在 预报 x, 时 的 最 大 期 望 收 益 值 
E(xri)}=3.62 
若 气 象 中 心 预报 天 气 不 好 (zx,) 时 ,各 方案 的 最 大 期 望 收益 值 
E({dilz;)=0.09x5+0.91 x{—-1)= -0.46 
El(d2|x.)= -0.2 
选择 dz 即 不 施工 方案 ,相应 在 预报 x, 时 的 最 大 期 望 收益 值 
E(xz;)= 一 0.2 
在 有 气象 中 心 的 补充 信息 及 资料 条 件 下 ,后 验 决策 的 最 大 期 户 
益 
EMYV “ (后 })= P(x1)° E(xri) + P(x2) El(zr,) 
=0.31 X3.62+0.69x(—0.2)=0.984 2 
气象 中 心 提供 补充 信息 的 价值 
EMV (后 ) - EMV ( 先 )=0.9842-0.80=0.184 2 万 元 
通过 计算 知 ,花费 了 信息 费 C,=0.08 万 元 ,提高 了 决策 期 望 收益 0,184 2 万 元 ,这 种 花费 
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是 值得 的 ,这 也 验 壕 了 预 验 分 析 中 的 判断 。 
整个 决策 过 程 可 以 用 决策 树 (图 7.5) 表 示 。 
s000 RAGY03 A 5 
8000 施 于 一 (4 ) 天 < 不 好 Aero7 A 


-+ {00 


不 要 预报 资料 二 (5S) ee 
Ms 
1 | 6 200 EE 工 (8) 天 气 不 好 PP( 9402 | 
天 气 预报 好 22 O00 
要 预报 资料 A 丰 R (9) 四 
9842 证 工 4U 天 气 好 PC4:-009 和 
天 气 预 报 不 好 之 000 Ra 
7 
20100 
不 记 庆 QD Pop 
7.5 


例 7.8 某 钼 井 队 面临 两 种 决策 : 销 (d ) 和 不 钻 (d; )。 若 钻井 会 遇 到 两 种 情况 :有 油 (6)) 
和 无 油 (9: )。 销 井 出 油 能 获 利 4 万 元 ,反之 不 出 油 要 亏损 2 万 元 。 据 技术 部 门 预测 该 地 区 出 
油 概率 为 0.3。 为 了 获得 更 多 信息 ,可 以 请 地 质 部 门 勘探 此 地 区 的 地 质 结构 。 这 种 勒 探 结果 
可 能 会 出 现 三 种 结果 :x, (有 闭合 结构 ) ,x;( 可 能 有 闭合 结构 ) ,z; (无 闭合 结构 ) 。 地 质 部 门 同 
时 能 提供 以 往 的 勘探 资料 ( 表 7. 16) ,勘探 和 资料 费用 0.2 万 元 ， 试 问 该 钻井 队 是 否 进行 勘 
探 , 井 如 何 选择 决策 方案 。 


过 7.16 





解 ” 先 验 分 析 , 计 算 各 方案 期 望 收益 值 
E(d)=0.3x4+0.7x{-2)= -0.2  E(d,)=0 
则 应 选择 a, ,不 进行 锁 井 ,相应 EMV*' ( 先 ) =0。 
预 验 分 析 ,计算 完全 信息 的 价值 ,得 
EPPI=0.3xX4.0+0.7x0=1.2 EVPI=1.2~0=1.2 万 元 
信息 费用 C,=0.2<1 .2, 则 请 地 质 部 门 勘探 来 补充 信息 是 合算 的 。 
后 验 分 析 , 先 计算 后 验 概率 , 见 表 7.17。 
硝 7.17 
P(z 站 2) 








PU 






3 要 | CI 痪 村 

















0.06 0.63 0.26 0.18 | 
0.07 0.35 0.28 | 0.37 0.74 六 .82 


.4 0.4 0.2 
0.1 0.5 0.4 



















P(x1)=0.19 P(x))=0.47 P( 3)=0.34 
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然后 进行 决策 。 当 勘探 报告 r, 出 现时 ,计算 各 方案 期 望 值 
E(d,|7x1)=4.0xX0.63+(—2)x0,37=1.78 
Eld,|zxri)=0 
则 选择 方案 4 (钻井 ) ,相应 E(x1)=1.78 
当 勘 探 报 告 x; 出 现时 ,计算 
Eladi|zr;)=4x0.26-2.0x0.74=0.,44 
E(d,|x,)=0 
则 选择 d; 方案 (不 销 ), 相 应 E(xr;)=0。 
当 勘 探 报告 x 出 现时 ,计算 
Eladilz;)=4x0.18+(-2)x0.82= -0.92 
Eld, |r3)=0 
则 选择 dt 方案 (不 销 ), 相 应 E(x;)=0。 
后 验 最 大 期 望 收 益 值 
EMV {后 )=0.19X1.78+0.47x0+0.34x0=0.34 万 元 
补充 信息 的 价值 | 
EMV ” (后 ) -EMV” ( 先 )=0,34 一 0=0,34 万 元 
通过 计算 知 ,花费 了 信息 费 C, =0.2 万 元 ,提高 了 决策 期 望 收益 0.34 万 元 ,这 种 化 费 是 
划算 的 。 


7.2.5 效用 值 准则 


1. 期 望 值 准则 的 缺陷 

在 本 节 前 面 所 讲 的 风险 型 决策 问题 的 分 析 方 法 中 ,是 以 损益 期 望 值 准则 为 选取 策略 的 标 
准 的 , 且 认 为 相等 的 损益 期 望 值 对 各 个 决策 者 的 吸引 力 都 一 样 。 换 言 之 ,是 把 它 的 价值 看 成 了 
对 谁 都 一 样 的 客观 价值 。 但 在 大 多 数 情况 下 ,这样 做 是 有 欠缺 的 ,单纯 依据 期 望 值 准则 进行 决 
策 难 以 达到 决策 者 希望 的 效果 。 一 方面 ,由 于 在 实际 风险 型 决策 问题 中 ,决策 者 的 选择 是 受 他 
对 决策 风险 的 态度 所 影响 的 ,并 不 完全 依据 于 损益 期 望 值 的 大 小 。 对 于 同样 一 件 非 确定 性 的 
事情 来 说 ,不 同 的 人 ,因为 他 们 的 社会 经 济 地 位 不 同 ,价值 观念 各 异 ,对 待 风险 的 态度 会 有 较 大 
差别 ,选用 的 策略 也 会 不 同 。 所 以 ,在 决策 过 程 中 ,完全 排斥 决策 者 主观 因素 的 影响 和 固守 纯 
数量 化 的 决策 准则 是 不 科学 的 ; 另 一 方面 ,最 大 期 望 收益 和 最 小 期 望 损失 ,这 两 种 准则 适用 于 
一 次 决策 多 次 重复 的 情况 ,因为 它们 是 平均 意义 下 的 最 大 收益 和 最 小 损失 。 对 于 实际 决策 过 
程 中 经 常 只 做 一 次 或 少数 几 次 试验 的 情况 , 它 就 不 是 十 分 恰当 了 。 最 后 ,在 某 些 场合 下 ,有 些 
策略 的 效用 通常 很 难 用 数量 指标 表示 ,或 者 即使 能 用 数量 指标 表示 , 却 无 法 进行 相互 比较 ,此 
时 就 不 能 用 期 望 值 准则 。 

下 述 事例 可 以 从 一 个 侧面 说 明 斯 望 值 准则 的 这 种 欠缺 。 

例 7.9 某 黎 有 金属 矿 为 了 扩大 生产 量 , 制 定 了 两 个 增产 方案 :一 是 新 建 一 矿井 ;一 是 对 
原 有 老 矿 进行 技术 改造 。 根 据 现 有 的 技术 为 量 和 设备 ,估计 对 老 矿井 进行 技术 改造 成 功 的 把 
握 较 大 , 即 采 几 改 IH 方 案 ,5 年 后 能 稳 获 250 万 元 利润 。 而 对 新 建 矿 增产 把 握 不 大 ,如 果 成 功 ， 
产量 能 大 幅度 增长 , 顶 计 5 年 内 能 效 利 2 000 万 元 , 若 失 败 则 要 亏损 1 000 万 元 。 根 据 以 往 经 
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验 ,开发 成 功 和 失败 的 概率 各 为 0.5。 试 问 该 采用 哪个 方案 ?这 个 问题 的 决策 损益 表 见 表 7. 
18。 


表 7.18 
收益 { 万) 方案 dl dz 
新 建 改 二 
成 功 0 0.5 2 000 250 
失败 多 0.5 -1000 ， 250 








若 根 据 收益 期 望 值 大 小 作 决 策 准 则 ,计算 
E(d1)=2 000x0.5+(-1000)x0.5=500 万 
E(d,)=250 万 
则 该 采用 di 新 建 矿 方案 为 好 ,但 是 ,这 是 一 个 一 次 性 利害 关系 重大 的 决策 ,有 的 决策 者 会 觉 
得 ,虽然 新 建 方案 成 功能 获 利 2 000 万 元 ,但 却 要 冒 很 大 风险 ,一 旦 失败 则 要 损失 1 000 万 元 ， 
所 以 ,他 宁愿 采用 改 介 方 案 d, 稳 拿 250 万 收益 ,而 不 愿 承 担 损失 的 风险 。 在 这 些 决策 者 心 日 
中 , 稳 拿 250 万 元 的 满意 程度 要 超过 风险 下 的 期 望 收益 500 万 的 满意 程度 。 这 就 说 明 在 实际 
决策 中 ,决策 者 并 不 是 机 械 地 按期 望 收益 值 大 小 来 选择 方案 ,而 是 要 依赖 决策 者 对 风险 的 态 
度 。 一 般 来 讲 , 当 同一 决策 问题 重复 多 次 进行 决策 时 ,或 决策 所 冒 的 风险 较 小 时 ,决策 者 对 方 
案 的 选择 与 按期 望 值 大 小 选择 是 一 致 的 ,而 当 决 策 只 进行 一 次 或 少数 几 次 时 ,或 包含 有 较 大 风 
险 时 , 则 对 方案 的 选择 与 期 望 损益 值 大 小 两 者 之 间 就 会 有 相当 的 距离 。 
鉴于 期 望 值 准则 存在 这 样 或 那样 的 缺陷 ,有 必要 提出 一 种 新 的 决策 准则 -效用 值 准则 。 
以 下 首先 阐明 效用 与 效用 函数 的 概念 。 
2. 效用 与 效用 函数 
为 了 定量 地 描述 决策 者 对 风险 的 偏好 和 厌恶 的 程度 ,可 使 用 “效用 "这 样 一 个 概念 衡量 同 
一 期 望 值 在 不 局 人 主观 上 的 价值 。 效 用 值 是 风险 下 损益 值 在 决策 者 心目 中 的 满意 程度 的 衡量 
尺度 。 实 质 上 ,效用 值 大 小 是 反映 决策 者 对 风险 态度 的 数量 指标 ,习惯 上 最 大 效用 值 用 1 表 
示 , 最 小 效用 值 用 0 表示。 在 一 个 决策 过 程 中 ,把 各 种 结局 中 最 大 收益 值 的 效用 定 为 1( 最 满 
意 ), 把 最 小 收益 值 的 效用 定 为 0( 最 不 满意 ) ,并 可 通过 与 决策 者 对 话 去 确定 决策 者 对 每 一 个 
损益 值 的 效用 值 , 即 能 确定 一 个 决策 者 的 效用 函数 U(x), 并 有 
0<U(zx)<1 
决策 者 的 效用 函数 在 以 横 坐 标 表示 损益 值 以 纵 华 标 表示 效用 值 的 直角 坐标 系 中 为 一 条 
曲线 。 它 描述 了 特定 的 损益 值 (财富 ) 水 平和 与 之 相对 应 的 满足 程度 之 间 的 关系 , 称 为 决策 者 
的 效用 曲线 。 通 过 效用 函数 或 效用 曲线 可 确定 任 一 损益 值 的 效用 值 。 效用 项 数 一 定 程度 上 反 
映 决 策 者 对 风险 的 态度 、 决 策 者 偏向 及 评价 标准 。 
确定 效用 函数 (曲线 ) 的 基本 方法 有 两 种 :一 种 是 直接 提问 法 ; 男 一 种 是 对 比 提问 法 ,又 称 
心理 试验 法 。 
1) 直 接 提问 法 向 决策 者 提出 一 系列 的 问题 ,要求 决 策 者 进行 主观 权衡 并 作出 回答 。 如 
向 某 决 策 者 提 间 “今年 你 收入 2 万 元 ,你 是 满意 的 ,那么 收入 增 至 多 少 ,你 会 加 倍 满意 ?" 若 该 
决策 者 回答 5 万 元 。 这 样 反复 提问 和 回答 , 便 可 绘 出 该 决策 者 的 收入 效用 曲线 。 由 于 这 种 提 
问 与 回答 是 十 分 含糊 的 ,很 难 做 到 确切 ,所 以 实际 中 应 用 较 少 。 
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2) 心 理 试 验 法 ” 设 效用 所 数 的 自 变量 x 代表 决策 过程 中 的 损益 值 ,函数 值 U(z) 是 x 在 
决策 者 心目 中 的 效用 值 。 进 行 心理 试验 法 时 ,首先 确定 甲乙 两 个 方案 ,然后 询问 决策 者 选择 
哪 一 个 方案 。 选 择 甲 方案 ,表示 他 可 以 概率 p 得 到 a 元 ,或 以 (1 -~ 关 ) 的 概率 损失 6 元 ,不 妨 用 
符号 (p,a;1 一 pp,5) 表 示 申 方 案 。 著 选择 乙方 案 , 则 可 无 任何 风险 稳 得 。 元 ,上 日 a >c>6 ,不 
妨 用 符号 c 表示 乙方 案 。 

若 在 某 条 件 下 ,决策 者 认为 甲 . 乙 两 方案 等 价 时 , 记 为 :ec 一 (P,aitl - p),5)。 用 等 式 可 
表示 为 : 

pU(a)+(1-p}U(b)= U(c) 
确切 地 讲 , 此 时 该 决策 者 认为 。 的 效用 值 等 价 于 a .2 的 效用 期 望 值 。 

从 上 述 等 式 可 见 ,等 式 中 共有 a、5、c、p 四 个 变量 。 车 其 中 任意 三 个 已 知 时 ,向 决策 者 提 
问 第 四 个 变量 应 取 何 值 ? 并 请 决策 者 作出 主观 判断 第 四 个 变量 应 取 的 值 是 多 少 。 如 此 反复 回 
答 , 便 可 据 此 绘制 出 该 决策 者 的 效用 曲线 。 

一 般 而 言 ,对 比 提问 的 方式 大 致 有 以 下 三 种 : 

QD 每 次 固定 a、6 、c 的 值 ,改变 p, 问 决策 者 “p 取 创 值 时 ,认为 甲 方 案 与 乙方 案 等 价 ”; 

人 每 次 固定 pc a (或 5) 的 值 ,改变 5( 或 a) 的 值 , 问 决策 者 "6 (或 e} 取 何 值 时 ,认为 四 
方案 与 乙方 案 等 价 ”，; 

电 每 次 固定 p、a ,5 的 值 ,改变 c 的 值 , 问 决策 者 “ec 取 何 值 时 ,认为 甲 方案 与 乙方 案 等 价 ”。 


在 上 述 三 种 提问 方式 中 ,第 三 种 运用 较 多 。 具 体 是 : 取 户 = 二 ,固定 a.5, 利 用 上 了 UCa)+ 


六 D(6)= (ec) .改变 值 。 若 决策 者 认为 甲 方案 的 期 望 效用 值 高 于 乙方 案 的 效用 值 ( 左 端 


大 于 右 端 ) , 则 适当 提高 c 值 ,继续 询问 。 反 之 , 则 适当 降低 。 值 ,继续 问答 。 直 至 乙方 案 调整 
到 某 一 “ 值 时 ,上 述 等 式 成 立即 在 决策 者 心 目 中 稳 拿 当前 的 元 之 效用 值 与 选择 甲 方案 的 效 
用 值 一 样 。 此 时 ,在 坐标 系 中 给 出 一 个 点 (c, U(c))。 然 后 ,再 通过 轿 定 新 的 a .5 值 继续 这 一 
过 程 , 在 坐标 系 中 给 出 其 他 点 (三 点 即 可 ,连同 最 大 及 最 小 效用 信 点 , 共 五 点 ), 最 后 利用 光滑 曲 
线 将 这 些 点 联结 起 来 ,就 得 到 该 决策 者 的 效用 有 曲线 。 

以 下 详细 说 明 心理 试验 法 的 具体 步骤 ， 

人 确定 决策 过 程 中 最 大 收益 值 c。 和 最 小 收益 值 ,选择 概率 p= 十 , 则 有 cs 和 c, 的 效 


用 值 分 别 为 
U(co)=1 和 U(ec,)=0 
@ 与 决策 者 对 话 , 用 试问 法 确定 c, ,满足 


cc 一 (本 ;3 ,01) 
则 c: 的 效用 值 与 ( 方 ,co 到 ,c ) 的 效用 值 相等 , 即 有 


U(o)= 却 U(co)+ 去 U(c)= 生 xl+ 才 x0= 革 
继续 用 试问 法 确定 c; ,满足 

c wt c ;1 c,) 

3 三 09 27， 
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同 理 可 得 
风 
UCcs)=3U(co)+ 方 Ue)= FX1! 5* F374 
@ 继 续 用 试问 法 确定 c; ,满足 
c 一 ( 亏 ,c0 广 ,ca) 
同 理 可 得 
_ ] _ 1 1_、1_ 1 
U(cs)=FU(c)+FU(c)=FX0+3XF=4 
@ 通 过 与 决策 者 对 话 确定 了 S 个 益 损 值 的 效用 值 , 即 得 效用 曲线 上 5 个 点 (co,1) (ce， 
0).(c: ,了 王 ) (cs 于)\(ct, 革 )。 在 直角 坐标 上 标 出 这 5 个 点 ,并 用 光滑 曲线 连 起 来 便 成 一 条 


效用 曲线 , 见 图 7.6。 
如 对 例 7.9 描述 的 决策 问题 ,使 用 心理 试验 法 去 utn 
确定 某 决 策 者 的 效用 曲线 ,可 得 
cy =2000,cy= -1000, 有 
U(2 000)=1,U(—1000)=0 
四 通过 询问 确定 c, =0, 即 有 


0~ ( 广 ,2 000; 去 ,1 000) 








© enimelw 一 


CI CE Ca C3 Co 


图 7.6 


可 确定 U(0)= 
全 通过 询问 确定 c; = 800, 即 有 


~( 沁 oe 


了 通过 询问 确定 c= -600. 即 有 
~( 方 ， ~ 1 000; 本 1 0) 


人 把 上 述 5 点 用 光滑 曲线 连 起 来 ,就 构成 这 个 决策 者 的 效用 曲线 {图 7.7)。 
决策 者 的 效用 曲线 可 分 为 二 种 类 型 ,如 图 7.8 所 示 。 不 同类 型 的 效用 曲线 反映 决策 者 对 
风险 的 不 同 态 度 。 
I 型 曲线 所 反映 决策 者 的 特点 是 :他 认为 稳 得 一 个 收益 值 的 效用 要 大 于 有 风险 的 相同 其 
至 更 大 的 期 望 收益 值 的 效用 ,也 就 是 他 宁愿 选择 稳 得 500 万 元 的 方案 ,而 不 愿 选择 具有 期 望 值 
0.5x2 000+0.5x(—1000)=500 万 


的 方案 (了 ， 2 000; 工 -1 000) : 这 种 类 型 决策 者 对 收益 反应 较 迟 缓 , 而 对 损失 则 比较 敏感 。 
这 是 一 种 规避 风险 . 谨 债 从 事 不 求 大 利 的 保守 类 型 的 决策 者 。 如 在 保险 业 , 投 保 人 为 了 避免 
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风险 ,在 保险 公司 愿意 承 操 全 部 损失 的 情况 下 ,投保 人 愿意 付出 的 净 保 费 多 于 平均 的 期 涩 损 
火 : 出 图 7.8 知 .风险 规避 者 的 效用 疼 数 建立 在 两 个 假设 上 :一 是 收益 数量 的 增加 导致 满足 程 
江 的 于 升 , 即 有 ED>0; 二 是 收益 增 加 时 边际 效用 降低 , 即 有 5 rc<0. 








-1000 600 0 80 2000 





7 图 7.8 
用 型 直线 反映 的 决策 者 的 特点 正好 相反 ,他 宁愿 选择 带 有 风险 下 期 望 收益 为 
0.5x2 000+0.5x(-1000)=500 万 


的 方案 (地 ,2 000; 方 , ~1 000), 而 不 原意 选择 稳 得 500 万 的 方案 。 这 种 决策 者 的 注意 力 着 重 


放 在 收益 上 ,是 一 种 不 怕 风 险 .谋求 大 利 .乐于 进取 的 人 。 同 保守 型 决策 者 的 效用 曲线 机 对照， 
读者 不 难 归纳 出 这 类 决策 者 的 效用 函数 所 具有 的 特点 。 

下 型 烛 线 反映 的 是 一 种 中 间 型 决策 者 。 这 类 决策 者 严格 按照 期 望 收益 准则 选择 方案 。 蔚 
效用 曲线 是 线性 的 , 称 这 类 决策 者 是 风险 中 性 的 。 

虽然 不 同 的 人 对 待 风险 的 态度 不 同 , 从 而 ,他 们 可 能 主要 属于 以 上 二 种 决策 类 型 之 一 。 但 
对 某 一 个 人 来 说 ,在 不 同 的 时 间 和 条 件 下 ,他 对 风险 的 
态度 有 可 能 发 生变 化 ,例如 ,有 的 人 在 起 初 对 较 小 的 收 
益 不 太 有 兴趣 ,但 随 着 收益 的 进一步 增加 ,吸引 力 就 会 
逐步 增 大 ,从 而 引起 他 对 风险 的 态度 发 生变 化 。 可 是 
当 达 到 某 一 目标 后 ,他 的 要 求 得 到 了 满足 ,就 可 能 变 得 
不 愿 水 担 风 险 了 。 然 而 , 当 收 益 的 继续 增加 使 他 可 望 
达到 一 个 更 高 的 目标 时 ,他 又 有 可 能 不 顾 冒 更 大 的 风 
险 去 争取 ,如 此 等 等 。 因此, 上述 三 种 情况 只 是 三 种 典 
型 , 某 一 决策 考 可 能 兼 有 三 种 类 型 。 图 7.9 示 出 这 种 


= 
9 


图 7.9 
情形 。 
3. 效 用 值 准则 
利用 决策 者 的 效用 函数 进行 决策 时 ,依据 的 准则 称 为 效用 准则 。 
例 7.10 某 公司 在 建 厂 问 题 上 有 两 种 方案 d, ( 建 大 厂 ) 和 d;( 建 小 厂 ), 建 大 厂 需 投资 
300 万 元 , 建 小 三 需 找 资 160 万 元 。 两 种 方案 的 生产 期 都 定 为 10 年 ,估计 在 此 期 间 , 产 品 销路 
好 的 可 能 性 为 0.7。 两 方案 的 年 度 损益 表 见 表 7.19。 试 问 应 该 选择 哪 一 方案 为 宜 ? 
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收益 ( 万 元 ) 


~ 


Q; 建 小 广 


0.7 
0.3 


俏 路 好 81 
销路 卷 8 






和 解 ” 使 用 效用 值 准则 进行 决策 ,步骤 如 下 。 
中 根 据 数据 可 以 计算 各 方案 在 10 年 内 不 同 状态 下 的 收益 值 ( 表 7.20)。 
表 7.20 







收益 { 万 元 ) 







ed 建 大 三 (投资 300 万 ) 


100 x 10~ 300= 700 
(-20)x10- 300= ~ 500 


d2 建 小 三 (投资 160 万 } 













销路 好 0， 0.7 
销路 差 6» 0.3 


名 作出 决策 树 (图 7.10)。 


40x10~160=240 
I0x10-160= -60 


9 0.7 






700 (1.0) 





出 建 大 [- 
-500 (0) 


240 (0.82) 


~60 (0.58) 


网 7.10 
@@ 通 过 和 决策 者 的 对 话 ,作出 决策 者 的 效用 曲线 ( 几 7. 11)。 





0 
-$500 -0 W0130240 
益 措 使 《 万 元 】 


庙 ?.11 
从 确立 的 效用 曲线 上 找 出 各 收益 值 的 效用 值 为 : U(700) = 1,U(- 500) =0， U{240) = 
9.82,I 人 一 的)=0.58。 把 这 些 效用 值 填 在 决策 树 各 损益 值 边 括 允 内 。 
地 计算 各 方案 的 期 望 效用 值 。 建 大 厂 方案 的 期 望 效用 值 =0.7x1.0+0.3x0=0.7, 建 小 
三 方案 的 期 望 效用 值 =0.7x0.82+0.3x0.58=0.75。 根据 效用 值 准则 ,应 选 效用 期 望 值 大 
的 方案 , , 即 选 择 建 小 厂 方案 。 
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7.3 ”完全 不 确定 情况 下 的 决策 


在 风险 型 决策 问题 中 ,虽然 预先 不 知道 会 发 生 哪 种 自然 状态 .但 是 可 以 通过 历史 资料 或 主 
观 估 计 方 案 的 方法 得 到 每 种 自然 状态 发 生 的 概率 。 在 许多 实际 决策 问题 中 ,对 自然 状态 的 信 
息 掌 握 很 少 ,不 足以 估算 出 自然 状态 的 分 布 概率 ,这 种 决策 称 为 完全 不 确定 型 决策 。 在 这 种 情 
沈 下 ,只 知道 几 种 自然 状态 可 能 发 生 ,但 并 不 知道 这 些 状 态 发 生 的 概率 ,因而 不 能 运用 风险 型 
决策 模型 ,这 时 很 大 程度 上 要 依靠 决策 者 的 决策 偏好 进行 决策 。 

下 面 介绍 几 种 常用 的 完全 不 确定 型 决策 方法 。 


7.3.1 ” 翡 观 法 一 一 小 中 取 大 原则 


这 是 用 供 守 观 点 分 析 和 决定 问题 ,决策 者 对 客观 情况 总 是 抱 斐 观 态度 ,总 觉得 不 会 万 事 如 
意 。 所 以 为 了 保险 起 见 , 总 是 把 事情 的 结果 估计 得 很 不 利 。 决 策 者 认为 骨 失 的 行动 容易 造成 
重大 失误 ,最 好 还 是 从 最 不 利 的 情况 出 发 ,向 最 好 的 方向 努力 ,力求 做 到 有 备 无 患 。 他 是 在 各 
种 最 坏 的 结果 中 找 出 一 个 好 一 点 的 方案 ,因此 又 叫 小 中 取 大 决策 法 。 根 据 这 种 思想 ,决策 者 用 
一 个 方案 在 各 种 自然 状态 下 最 小 的 收益 值 作为 这 个 方案 的 评价 值 , 即 有 
方案 如 <- 评 价值 Ka ) = min us 
然后 根据 每 个 方案 的 评价 值 去 选择 最 优 方 案 , 即 根据 
max fld,) 二 max min wy 
选择 评价 值 最 大 的 方案 为 最 优 方案 。 
例 7.11 现 有 三 个 行动 方案 di .dz .ds ,三 个 自然 状态 9 .9， .9, ,不 知道 自 然 状 态 发 生 的 
概率 ,相应 决策 收益 表 由 表 7.21 给 出 。 试 用 悲观 法 求 最 优 方案 . 
罕 7.21 








评价 值 Fe ) 

解 ”悲观 法 基本 步骤 如 下 。 

加 计算 每 个 方案 的 评价 值 F(d ) , 即 为 每 个 方案 在 各 自然 状态 下 的 最 小 收益 值 : 
fldi)= min{$0,20, -201 = -20 
f{d;)=min{30,25, ~ 10}= —10 
f(ad;)=min{10,10,10!=10 

加 根据 方案 评价 值 选 择 最 优 方 案 , 即 从 各 最 小 收益 值 中 求 最 大 值 ， 
maxj| ec) f(d2), fF(d3)| =max! -20, ~ 10,10!=10 

则 应 选择 方案 ds 为 最 优 方案 。 
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若 讨 论 的 间 题 是 机 会 损失 时 ,悲观 法 则 是 先 取 各 方案 中 最 大 的 机 会 损失 值 , 青 在 其 中 选 最 
小 值 确 定 为 最 优 方案 。 


7.3.2 乐观 法 一 一 大 中 取 大 原则 


这 种 方法 的 基本 思想 是 对 客观 情况 总 抱 乐观 态度 。 一 些 决 策 者 认为 ,即使 出 现 不 利 情况 
也 未 必 会 有 多 大 损失 ,而 一 旦 出 现 最 有 利 的 情况 却 能 得 到 很 大 的 收益 ,由 此 产生 大 中 取 大 的 原 
则 。 决 策 者 用 一 个 方案 在 各 种 自然 状态 下 最 大 的 收益 值 作为 这 个 方案 的 评价 值 , 即 有 

方案 ,一 评 价值 (de, ) = max zt 
然后 选 最 大 评价 值 的 方案 为 最 优 方案 , 即 根据 
max flad,)= max max ws 
选择 最 优 方 案 。 

例 7.12 用 乐观 法 求解 例 7.11。 

解 乐观 法 基本 步骤 如 下 . 

由 计算 各 方案 评价 值 f(4,), 即 计算 各 方案 在 各 自然 状态 下 最 大 收益 值 

f(4d1)= max{5$0,20, ~ 20} =50 
fl(d;)=max|30,25, - 10} = 
flds3)=max|10,10,10;=10 

根据 各 方案 评价 值 ,选择 评价 值 最 大 的 方案 为 最 优 方案 , 即 有 

max{f(d1), f(d2), fF(d3)| =max!50,30,10! =50 
则 应 选择 方案 di 为 最 优 方案 。 其 决策 过 程 见 表 7.22。 
表 7.22 























. 评价 值 F(a) ! (50) 0 0 
oC 
7.3.3 乐观 系数 法 


这 种 方法 的 基本 想法 是 认为 悲观 法 太保 守 而 乐观 法 太 冒 险 ， 主张 折 训 考虑 ,确定 一 个 数字 
表示 乐观 程度 , 称 为 乐观 系数 ,用 a 表示 ,并 规定 0<a<<1。 决策 者 用 一 个 方案 在 各 自然 状态 
下 最 大 收益 值 乘 以 z 加 上 最 小 收益 值 乘 以 (1 - a) 的 和 ,作为 该 方案 的 评价 值 , 即 有 

方案 a 一 评价 值 f(a )=a: max wu +(1-— a )min us 
然后 再 选择 评价 值 大 的 方案 为 最 优 方案 ， 即 根据 

maxi jd ) 三 maxje max u, 十 (1 一 a)min u, | 
选择 最 优 方案 。 

例 7.13 用 乐观 系数 法 求解 例 7.11。 
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解 ” 选 择 乐观 系数 为 a =0.4, 计 算 各 方案 之 评价 值 
fl(qdi)=0.4x50+0.6x{—20)=8 
fld;,)=0.4x30+0.6x(—10)=6 
fld;)=0.4xX10+0.6x10=10 

根据 
max|f(d1),f(d;,), f(d;)| =max{8,6,10{=10 
则 应 选择 方案 di 为 最 优 方 案 , 整 个 决策 过 程 由 表 7.23 所 示 。 
表 7.23 








10 
0.4x20+0.6x(~—10)=6| 0.4x10+0.6x10=(]10) 


7.3.4 ”最小 后 悔 值 法 一 一 大 中 取 小 原则 


当 某 一 种 自然 状态 出 现时 ,决策 者 必然 选择 收益 值 最 大 的 方案 。 如 果 决 策 者 事先 未 选取 
这 一 方案 ,而 选择 了 其 他 方案 ,事后 就 会 后 悔 。 某 一 自然 状态 下 ,最 大 收益 值 与 其 他 收益 值 之 
差 描绘 了 后 悔 程 度 , 称 为 后 悔 值 。 这 个 方法 要 在 决策 时 考虑 减少 将 来 的 后 悔 。 它 的 计算 方法 
首先 是 在 各 种 自然 状态 下 ,以 最 大 收益 值 减 去 其 他 收益 值得 到 这 自然 状态 下 各 方案 的 后 悔 值 。 
在 8 状态 下 ,选择 a; 方案 的 后 悔 值 为 
ri = max Uy 一 Us 
所 有 后 悔 值 构 成 后 悔 值 矩阵 [ rx, ],,、， 。 
在 后 悔 值 方法 中 ,决策 者 用 一 个 方案 在 各 自然 状态 下 最 大 的 后 悔 值 作 为 这 个 方案 的 评价 
值 , 即 有 
方案 djf(d))=max rs 
然后 选择 评价 值 最 小 的 方案 为 最 优 方 案 , 即 根据 
min fla,) =min max rs 
选择 最 优 方 案 , 所 以 也 称 为 最 小 后 悔 值 方 法 。 
例 7.14 用 最 小 后 悔 值 法 求解 例 7.11。 
解 ”最 小 后 悔 值 方法 步 驮 为: 
QD 计算 出 后 悔 年 阵 (7, )。x,; 
计算 每 一 方案 评价 值 f(a ) = max ry; 
选择 最 小 评价 值 min 了 (dj ) ,确定 最 优 方案 。 
决策 过 程 可 由 表 7.24 所 示 。 
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7.3.5 ”等 可 能 性 方法 -一 平均 原则 


这 种 方法 的 基本 思想 是 ;在 一 些 决 策 问 题 中 ,决策 者 既 不 能 估计 出 各 自然 状态 出 现 的 概 
率 , 又 不 能 认为 基 一 自然 状态 比 其 他 状态 出 现 可 能 性 大 ,就 只 好 认为 每 种 情况 出 现 的 可 能 性 一 


样 ,如 有 种 自然 状态 出 现 , 则 认为 每 种 自然 状态 出 现 概率 为 p(9:) = 二 (i=1,2,…,n)。 


这 样 就 把 完全 不 确定 型 决策 问题 化 为 风险 型 决策 问题 解决 。 

对 于 一 个 完全 不 确定 型 问题 ,使 用 不 同 的 方法 ,可 能 会 得 出 不 同 的 最 优 方案 。 实 际 决策 问 
题 是 很 复杂 的 ,究竟 应 选用 什么 方法 ,应 视 具体 问题 而 定 。 比 如 对 待 灾 难 性 事件 ,应 考虑 最 不 
利 情况 ,使 遭 到 损失 最 小 。 在 其 他 情况 下 应 有 不 同 考 虑 ,通常 可 根据 上 其 体 情 况 选 用 几 种 不 同 的 
方法 ,然后 将 所 得 结果 进行 分 析 和 比较 ,从 而 作出 最 后 的 选择 。 

习 题 

7.1 某 地 方 书店 希望 订购 最 新 出 版 的 好 图 书 。 根 据 以 往 经 验 ,新 书 的 销售 量 可 能 为 50 .100 .150 或 200 
本 。 假 定 每 本 新 书 的 订购 价 为 4 元 ,销售 价 为 6 元 , 剩 书 的 处 理 价 为 每 本 2 元。 要 求 : 

(1) 建 立 损益 矩阵 ; 

(2) 分 别 用 悲观 法 .乐观 法 及 等 可 能 法 决定 该 书店 应 订购 的 新 书 数 字 ; 

(3) 建 立 后 悔 矩阵 ,并 用 后 侮 值 法 决定 书店 应 订购 的 新 书 数 。 

7,2 上 题 中 如 书店 据 以 往 统计 资料 预计 新 书 销售 量 的 规律 见 表 7.25。(1) 分 别 用 期 望 值 法 和 后 侮 值 法 
决定 订购 数量 ;(2) 如 某 市 场 调查 部 门 能 帮助 书店 育 查 销售 量 的 确切 数字 ,该 书店 愿意 付出 多 大 的 调查 费用 ? 

囊 7.25 


点 的 比例 20% 40 观 30% 10% 
7.3 题 7.1 中 ,如 果 该 地 方 书店 货币 (M) 的 效用 函数 


U(M) = ee 
(1) 建 立 效用 值 表 ; 


(2) 利 用 题 7.2 中 给 出 的 各 种 需求 量 的 比例 数字 重新 决定 该 书店 应 当 订购 新 书 的 最 优 数字 。 
7.4 某 邮 局 要 求 当天 收 寄 的 包 庄 当天 处 理 完毕 。 根 据 以 往 记 录 统 计 ,每 天 收 寄 包 惠 的 情况 见 表 7.26。 
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收 寄 包 圳 数 
占 的 比例 








已 知 每 个 邮局 职 上 平均 每 小 时 处 理 4 个 包 豪 ,每 小 时 工资 为 5 元， 规定 每 人 每 天 实际 工作 7 小时。 如 加班 工 
作 , 每 小 时 工资 额 增加 50% ,但 加 班 时 间 每 人 每 天 不 得 超过 5 小 时 (加 班 以 小 时 计 , 不 足 1 小 时 的 以 1 小 时 计 
算 )。 试 用 期 望 值 法 确定 该 邮局 最 优 雇 作 工人 的 数量 。 

7.5 在 一 台 机 器 上 加 工 制造 一 批零 件 共 10 000 个 ,如 加 工 完 后 逐个 进行 修整 , 则 全 部 可 以 合格 ,但 需 修 
整 费 300 元 。 如 不 进行 修整 据 以 往 资料 统计 ,次 品 率 捕 况 见 表 7.27， - 旦 装配 中 发 现 次 品 时 , 需 返 工 修 理 费 
为 每 个 零件 0.50 元 要求; 

(JU 分 别 用 期 望 值 和 后 悔 值 法 决定 这 批零 件 要 不 驶 吾 修 ; 

{2) 为 了 获得 这 批零 件 中 次 品 率 的 正确 资料 ,在 刚 加 工 完 的 - 批 10 004 件 中 随机 柚 取 130 个 样品 ,发 现 
其 中 有 9 件 次 品 , 试 修正 先 验 概 率 , 并 重新 按期 望 值 和 后 悔 值 法 决定 这 批零 件 要 不 要 整修 ， 


表 ?7.27 












次 品 率 (6) 
概率 P(6) 





7.6 有 一 种 游戏 分 两 阶段 进行 。 第 一 阶段 ,参加 者 需 先 付 10 元 ,然后 从 含 45% 白 球 和 55% 红 球 的 负 子 
中 任 摸 一 球 , 并 决定 是 否 继续 第 二 阶段 。 如 继续 需 再 付 10 元 ,根据 第 一 界 段 摸 色 的 球 的 颜色 在 相同 癌 色 锥 地 
中 再 摸 一 球 。 已 知 白色 罐子 中 食 70% 蓝 球 和 30% 绿 球 ,红色 锥 子 中 含 10% 的 蓝 球 和 90% 的 绿 球 。 当 第 一 阶 
段 摸 到 为 蓝 色 球 时 ,参加 者 可 得 奖 50 元 ,如 摸 到 的 是 绿 球 或 不 参加 第 二 阶段 游戏 的 均 无 所 得 ， 试 用 决策 树 法 
确定 参加 者 的 最 优 策略 。 

7.7 某 公司 有 50 000 元 多 余 资 金 ,如 用 于 某 项 开发 事业 估计 成 功率 为 9%6% ,成 功 时 一 年 可 获 利 12% ， 
倡 一 旦 失败 ,有 均 失 全 部 资金 的 危险 。 如 把 资金 存放 到 银行 中 , 则 可 稳 得 年 利 6% 。 为 获取 更 多 情报 ,该 公司 
求助 于 咨询 服务 ,咨询 费用 为 500 元 ,但 咨询 意见 只 是 提供 参考 ,帮助 下 决心 。 据 过 去 咨询 公司 类 似 200 例 次 
询 意见 实施 结果 ,情况 见 表 7.28。 试 用 决策 树 法 分 析 : 

(1) 该 公司 是 否 值得 求助 子 咨询 服务 ; 

(2) 该 公司 多 余 资 金 应 如 何 合理 使 用 ? 


一 实施 结果 
i 一 
可 以 投资 
不 宜 投 次 












| 


7.8 菜 工厂 正在 考 虚 是 现在 还 是 明年 扩大 生产 规模 问题 。 由 于 可 能 出 现 的 市 场 震 求人 情况 不 一 样 ,预期 
利润 也 不 同 。 已 知 市 场 需求 为 高 (RE,) .中 (下 : )、 低 (E: ) 的 概率 及 不 同方 案 时 的 预期 利润 (单位 ;万 元 ) 如 表 7. 
29 所 示 。 对 该 厂 来 说 损失 1 万 元 效用 值 为 9, 获 利 10 万 元 效用 值 为 100, 对 以 下 事件 效用 值 无 差别 :中 肯定 得 
8 万 元 或 0.9 概率 得 10 万 和 0.1 概率 失去 1 万 :人 肯定 得 6 万 元 或 0.8 概率 得 10 万 和 0.2 概率 失去 1 万 ;@ 
肯定 得 1 万 元 或 0.25 概率 得 10 力 和 0.75 概率 失去 1 万 。 
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表 7 了 .29 
~ El E E; 
A P(E1)}=0.2 PUES0.s P{E1)=0.3 
现在 扩大 1 10 8 | -1 
明年 扩大 8 6 1 


要 求 ;{1) 建 立 效 用 值 表 ， 
(2? 分 别 根 据 实 际 盘 利 额 和 效用 值 按期 望 值 法 确定 最 优 决 策 。 
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第 8 章 ”库存 决策 





8.1 库存 决策 的 基本 概念 


库存 决策 又 称 存 贮 论 ,是 管理 技术 中 的 一 个 重要 分 支 。 在 生产 活动 及 日 常生 活 中 经 常 发 
生 供 应 和 需求 之 间 不 协调 的 的 情况 。 物 资 储存 ( 即 库存 ) 就 是 解决 和 协调 供应 和 需求 之 间 矛 盾 
的 一 种 手段 。 如 工厂 为 了 避免 由 于 原料 供应 不 足 而 停工 ,就 必须 储备 一 定数 量 的 原料 ;商店 为 
了 避免 商品 脱销 也 必须 储备 一 定量 的 商品 。 无 论 是 营利 单位 ,或 者 是 非 营利 单位 ,物资 的 储存 
是 极 普遍 的 现象 。 例 如 :水 库 储备 一 定 最 的 水 ,以 备 旱季 使 用 ;银行 储备 一 定量 现金 ,保证 提 款 
的 需要 ;血库 储备 一 定量 血液 ,为 抢救 病人 备用 ;军队 储备 一 定量 军需 品 及 弹药 ,以 备 一 旦 敌人 
发 动 战争 能 予以 反击 :家 庭 储 备 一 定量 粮食 和 食品 ,以 备 昌 常生 活 所 需 。 
然而 ,库存 物资 是 否 越 多 越 好 ? 工厂 生产 过 程 中 原料 储存 越 多 ,停工 待 料 现象 就 越 少 ,从 
而 减少 停工 引起 的 损失 。 但 是 ,原料 储存 过 多 相应 储存 费用 也 增加 ,同时 又 占用 了 大 量 的 流动 
资金 ,造成 经 济 损失 。 一 般 来 讲 , 库 存量 不 足 会 造成 缺 货 损 失 ， ned 
压 , 库 存 费用 增 大 ,流动 资金 占用 过 大 。 因 此 ,如 何 制 定 一 个 合理 的 库存 控制 方针 ,使 缺 货 
和 库存 过 多 之 间 得 以 平衡 ,是 存 贮 论 要 研究 和 解决 的 主要 问题 。 库 存 控制 方针 首 ede 
决 :库存 物资 每 次 补充 多 少 ,库存 物资 陋 多 少时 间 补充 一 次 ? 
为 了 解决 这 两 个 问题 ,一 般 是 对 所 研究 的 实际 储存 系统 建立 一 个 相应 的 模型 ,由 此 模型 的 
分 析 和 研究 得 出 最 佳 的 库存 方针 。 评 价 库存 方针 的 优 劣 ,通常 是 以 与 这 库存 方针 相应 的 成 本 
费用 大 小 作 标准 。 对 一 个 企业 来 讲 , 实 际 库存 工作 是 由 两 方面 组 成 ,其 一 是 日 常 物 资 储存 的 
收发 , 存 等 具体 工作 ,账目 的 计算 和 记录 ,各 种 数据 和 档案 的 保管 工作 可 以 由 电子 计算 机 进 
行 ,其 二 尽 确 年 合理 的 订购 时 间 和 订 有 数量 。 存 贮 论 的 研究 主要 是 针对 第 二 方面 工作 的 。 
站 图 8.1 表示 一 般 储 存 系统 模型 。 在 讨论 具体 模型 前 ， 
: 应 需求 。; 先 引 人 一 些 有 关 储存 系统 的 基本 概念 。 
(输出 ) ”| 
: 鱼 存 系统 : 1. 需求 
0 TO i ”需求 是 指 对 某 种 储存 物资 的 需要 ,用 单位 时 间 内 对 这 
种 物资 的 需求 量 进行 描述 ,需求 是 储存 系统 的 输出 。 需 求 
可 以 是 均匀 连续 的 ,也 可 以 是 间断 的 ;需求 量 可 以 是 确定 的 ,也 可 以 是 随机 的 。 
2. 朴 充 
存储 量 由 于 需求 输出 而 不 断 减少 ,必须 加 以 补充 。 补 充 就 是 储存 系统 的 输入 。 补 充 的 方 
式 有 订货 或 生产 。 补 充 可 以 是 瞬时 进行 ,也 可 以 是 均匀 进行 。 
1) 批 量 补充 (输入 ) 往 往 采 用 以 一 定数 量 为 一 批 的 方式 进行 ,每 一 批 补充 数量 为 批量 。 
2) 补 充 间 隔 ”两 次 补充 之 间 的 时 间 。 
3) 提 前 期 ( 拖 后 期 ) 从 提出 订货 到 收 到 订货 之 间 的 时 间 间 隔 。 提前 期 可 以 是 确定 的 ,也 
可 以 是 随机 的 。 
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3. 储存 系统 的 费用 

1) 储 存 费 用 ”这 包含 仓库 保管 费用 ,占用 流动 资金 利息 ,储存 物资 的 变质 损失 等 等 ,以 单 
位 储存 物资 在 单位 时 间 内 所 需 的 费用 计算 。 

2) 准 备 费 用 ”这 是 指 每 一 次 订货 或 每 组 织 一 次 生产 所 必须 的 固定 费用 ,例如 每 次 订货 的 
手续 费 \ 出 差 费 等 ,每 次 生产 的 准备 、 结 束 费 等 。 它 与 订货 数量 或 生产 数量 无 关 。 

3) 货 物 成 本 费用 (生产 可 变 成 本 费用 ) 它 是 指 货 物 本 身 的 价格 ,或 者 是 与 生产 产品 数量 
有 关 的 可 变 成 本 费用 。 

4) 缺 货 损失 费用 ” 因 库 存量 不 足 , 发 生 供不应求 而 造成 的 利润 损失 。 例 如 商品 缺 货 失去 
销售 机 会 的 损失 停工 待 料 的 损失 以 及 不 能 履行 合同 的 罚款 。 

4. 储存 策略 

决定 多 少时 间 补 充 一 次 以 及 每 次 补充 多 少 的 策略 。 通 常 有 三 种 类 型 。 

1)z: 循环 第 赂 ”每 隔 : 时 间 补 充 存储 量 Q。 

2)(435,S) 策 略 每 当 储 存量 下 降 至 * 时 ,即刻 补充 ,使 储存 量 达 S。 

3)(z,s,S) 泥 合 策略 每 隔 t 时 间 检 查 库 存量 +。 当 x >; 不 补充 ; 当 zs<s 时 进行 补充 ， 
使 库存 量 达到 S。 

为 了 确定 一 个 储存 系统 的 最 佳 储存 策略 ,首先 对 实际 储存 系统 建立 相应 的 数学 模型 。 这 
模型 既 要 不 太 复杂 又 要 能 反映 出 实际 系统 的 主要 本 质 特点 。 长 期 以 来 人 们 已 建立 了 许多 有 效 
的 储存 模型 。 这 些 模型 根据 数据 (例如 需求 量 、 提 前 期 等 ) 是 确定 的 还 是 随机 的 ,可 分 成 两 大 
类 :一 类 为 确定 型 储存 模型 ; 另 一 类 是 随机 型 储存 模型 。 


8.2 确定 型 库存 模型 


本 节 讨 论 的 三 个 库存 模型 中 的 参数 ,例如 需求 量 、 提 前 期 等 都 是 确定 的 。 这 类 模型 是 将 揽 
杂 的 实际 情况 简化 了 ,所 以 便于 分 析 。 在 这 些 模型 讨论 中 ,评价 一 个 储存 策略 优 劣 的 数量 指标 
是 这 个 储存 策略 产生 的 总 费用 。 所 谓 最 佳 储存 策略 就 是 使 总 费用 最 小 的 策略 。 


8.2.1 经 济 批量 EOQ 库存 模型 (模型 1) 


这 个 模型 假设 ; 

中 需 求 量 是 均匀 、 连 续 的 ,单位 时 间 内 需求 重 是 常数 R, 则 t 时 间 内 需求 晤 是 Ri ; 

包 提 前 期 为 零 ,补充 是 瞬时 的 , 即 一 订货 即刻 就 能 得 到 补充 ,每 次 补充 量 Q 是 不 变 的 ,这 
意味 着 ,需要 时 马上 就 可 以 补充 ， 因此 不 发 生 缺 货 现象 。 

这 个 模型 可 用 图 8.2 表示 。 由 图 8. 2 得 知 ,每 补充 一 批 货物 Q ,库存 量 即 刻 出 零 上 升 至 
QQ ,然后 以 R 的 速率 均匀 消耗 掉 。 库存 量 沿 斜 线 下 降 ,一 旦 库存 量 降 至 零 时 ,立即 再 次 补充 
Q@Q ,如 此 不 断 重复 。 

企 以 上 模型 的 假设 条 件 下 ,怎样 确定 最 佳 的 储存 策略 ? 一 般 用 单位 时 间 内 总 费用 (平均 费 
用 ) 作 为 策略 优 劣 的 评价 指标 。 为 了 寻找 最 佳 策略 ， 即 确定 一 个 使 平均 总 费用 最 小 的 订货 量 及 
订货 间 隐 ,首先 要 导出 平均 总 费用 与 定货 量 Q 或 订货 间隔 时 间 z 之 间 的 函数 关系 。 假 设 : 

QQ 一 一 每 次 订货 量 ; 
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:一 一 订货 间隔 时 间 ,z = 优 ; 


C; 一 一 每 次 订货 准备 费用 ; 
KK -货物 单价 ; 
Ci 一 一 单位 时 间 内 单位 货物 的 储存 费 。 
t 时 间 内 平均 库存 量 为 
图 8.2 了 ,RTdT= 广 Rt= 垃 Q 
从 而 导出 作为 订货 量 Q 的 函数 的 平均 总 费用 
CCQ)=( 准 备 费用 + 货 价 + 储存 费用 ) TN ， 


=(Cy+KQ+C， RE) 


-Qt ca 
RK 
+KR+4CQ 
为 求 min C(Q ) , 求 导数 
dC4Q) - GR CO_o 
dQ 2 
邯 得 最 佳 定 货 量 








2CaR 


Q" = 


可 进一步 通过 计算 C(Q) 的 二 阶 导 数 证 明 Q * 是 极 小 点 。 这 就 是 著名 的 经 济 批量 (Eco- 
nomic Ordering Quantity) 公 式 ,简称 EOQ 公式 。 由 此 同时 得 出 最 佳 订 货 时 间 间 隔 


例 8.1 设 某 产品 年 需求 量 为 144 件 , 且 需求 是 均匀 的 ,每 生产 一 批 产 品 (不 管 产 量 多 少 ) 
需 准备 费用 90 元 ,每 生产 一 件 产品 的 直接 成 本 为 100 元 ,库存 费用 为 每 件 每 年 20 元 。 试 决定 
每 批 生产 的 最 佳 数量 。 


解 需求 量 尺 =144 件 /年 ,准备 费用 Cs = 90 元 :生产 一 件 产品 直接 成 本 K = 100 元 ;每 
件 每 年 库存 费用 C, = 20 元/ 件 年 ;每 次 生产 量 为 Q。 使 用 EOQ 公式 ,得 


QT = 全 = 空 呈 一 36( 件 ) 
最 低 竟 用 { 年 平均 总 费用 ) 


CR 1 
C{Q)= 豆 We 





_90x144 1 
-736 +100x144+ 地 X20x36 
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=15 120 元 
8.2.2 在 制品 批量 的 库存 模型 (模型 2) 


本 模型 假设 条 件 , 除 了 储存 补充 是 以 已 速度 进行 外 ,其 余 与 模型 1 相同 。 

本 模型 最 典型 的 例子 是 描述 生产 过 程 中 两 工 
序 之 间 和 需要 一 定数 量 的 在 制品 ,而 上 下 工序 的 生 
产 速率 并 不 局 步 ,上 工序 供应 不 能 发 生 短缺 ,才能 
保证 下 工序 连续 进行 ,这 就 要 求 上 工序 生产 速度 
P 要 大 于 下 工序 的 需求 速度 尺 。 它 的 生产 过 程 如 
图 8,3 描述 。 开 始 时 上 工序 以 PP 速度 生产 { 即 补 
充 ), 同 时 下 工序 以 R 速度 消耗 在 制品 ,由 于 PP> 
RR ,在 制品 的 储存 量 沿 OA 斜 线 上 升 。 当 储存 量 
达 一 定数 量 时 ,上 工序 停止 生产 ,下 工序 仍 不 断 消 
耗 在 制品 ,储存 量 以 R 速度 沿 斜 线 4B 下 降 至 等 ,这 时 上 工序 即刻 开始 生产 (补充 ) ,如 此 不 断 
重复 。 

设 上 工序 每 次 生产 时 间 为 了 , 则 每 次 生产 批量 Q = PT。 同 时 为 了 确定 最 佳 生产 批量 
Q" ,首先 需 导 出 单位 时 间 内 总 费用 (平均 费用 ) 与 批量 Q 之 间 的 关系 。 由 图 8.3 分 析 可 钴 ,在 
[0, 了 ] 区 间 内 储存 量 以 (P- 尺 ) 速 度 增长 ,在 [下 ,+ ] 区 间 内 存储 量 以 R 速度 下 降 , 日 有 

(P—-R)T=R(:t-T) 





图 8.3 


即 得 
-BR 
~P 
: 时 间 内 平均 储存 量 为 了 :上 (P ~ 尺 ) Tt];t 时 间 内 储存 费 为 Ci(P 一 尺 ) Ty; 每 生产 一 
次 准备 成 本 为 Ci。 
单位 时 间 内 总 费用 (平均 费用 ) 


C(Q)=JT[C; + KQ+ LC,(P-R)T] 


T 


R 1 Ry 
=B[C:+ KQ+3C(P-R) 


五 ] 
-GR+KR+ 


进一步 计算 得 


dC(Q)_ CR, 1 P-R 
dQ Q” 2 P 





1 
2 





Ci Ro 


由 此 得 最 佳 批量 

。 f 2C,RP 
Q 3 Ci ( P R) 

从 而 得 最 佳 生产 时 间 
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TR 
PY OPP -ER) 


Pp 
= = RE 页 


与 模型 1 相 比 较 , 可 知 当 P 一 00 时 ,; 六 一] ,模型 2 公式 即 成 模型 1 中 的 经 济 插 量 公式 - 


事实 上 当 生 产 速 度 RE 2 与 模型 1 就 完全 一 
样 了 。 

例 8.2 某 厂 每 月 需 申 产品 100 件 ,每 月 生产 率 为 500 件 ,每 批 装配 费 为 5 元 ,每 月 每 件 
产品 储存 绒 为 0.4 元 , 求 最 佳 量 及 最 低 费 用 . 

解 已 知 C,=5,C,=0.4,P=500,R=100 代入 公式 ,得 


, 2GRP 
Q* = CUP-R) -V3 125~56 件 


ET 


8.2.3 ”人 允许 发 生 缺 货 、 生 产 时 间 很 短 的 库存 模型 (模型 3) 


本 模型 是 在 模型 1 的 基础 上 考虑 允许 发 生 缺 货 的 情况 , 即 当 库存 由 于 需求 而 下 降 到 零 时 ， 
可 以 采取 等 一 段 时 间 再 订货 补充 的 策略 。 这 样 ,在 这 一 段 时 间 内 就 发 生 缺 货 。 一 方面 ,由 于 需 
求 得 不 到 满足 造成 经济 损失 ,要 支付 缺 货 费用 ; 另 一 方 而 ,由 于 采取 这 种 策略 ,增长 了 订货 间隔 
时 间 ,减少 了 订货 次 数 ,以 至 减少 准备 费用 ,同时 也 减少 了 平均 储存 量 , 从 而 减少 储存 费用 ,从 
总 费用 角度 看 ,采取 缺 货 策略 可 能 是 有 利 的 。 
模型 3 可 用 图 8. 4 描述 ,其 假设 条 件 与 
模型 1 相同 ,并 设 单位 时 间 内 单位 缺 货 费 为 
Cz。 问题 是 如 何 去 确 定 最 佳 的 储存 策略 , 即 
不 仅 要 确定 最 优 订货 量 Q, 而 且 要 确定 最 优 
的 拖延 订货 时 间 即 缺 货 时 间 1; ,使 得 单位 时 
间 内 总 费用 (准备 费用 + 缺 货 费 用 ) 为 最 小 。 
分 析 图 8.4 可 看 出 ,在 !; 时 间 冶 昌 内 库存 量 
图 8.4 是 正 的 , 随 着 需求 下 降 为 零 ,在 1; 时间 间隔 
内 发 生 缺 货 , 最 大 缺 货 量 为 Ri ,至 t; 间 昭 末 订 货 Q, 补 足 缺 货 量 Rts, 库存 上 升 为 (Q - 
Rita ) ,如 此 重复 。 
模型 3 描述 的 储存 系统 中 ,由 于 允许 缺 货 ,单位 时 间 内 总 费用 不 仅 依赖 于 订货 批量 (或 订货 间 
现时 间 ) , 面 且 依赖 于 缺 货 时 间 。 ee 是 订货 量 Q 和 缺 货 时 间 1, 的 函数 。 由 


8.4 可 知 , 订 货 间隔 时 间 := 庆 Q ,= ti +t2; 最 大 缺 货 量 为 应 ,Ri, = Q 一 及: 时间 内 平均 储存 





量 为 [本 (Q 一 尼 。)6 = 凋 [ 藉 (Q- 尼 :)]; 时 间 内 平均 缺 贷 最 为 (十)。 
由 此 得 到 单位 时 间 内 总 费用 
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避 ya 一 下 ] 3 Ja 1] 
C(Qst) = TC + CI(Q Re) + FC Re 


=B[C,+ CQ~ Re) + CRei) 


由 多 元 哨 数 极 值 条 件 , 极 小 点 (Q* ,2 ) 在 梯度 grad CQ,t;)=0 处 获得 , 即 在 


3C(Q,t2) 0 dC(Q,1,) 
QQ ， 5 


处 获得 , 则 有 


dC{(Q,t2) _R 
dt QQ 


,C1Q 
* (Ci + CR 


ac(Q, a 
一 2 -外 [G6 +3C1(Q~ Rta) + 方 CiRe3] tH(Q- Re)=0 


Q R 
将 t, 值 代 人 得 最 优 批量 


0 = /iC(G + GR 
CiCs 


po YN 

2 C(O {CR 

2C;(C1+ C,) 
CC 


=0 


[-C.(Q- Rt)+ CRt,]=0 





从 而 得 


在 上 述 公式 中 ,车 将 条 件 改 为 不 允许 缺 货 , 即 缺 货 费 C: 一 oo, 则 二 C2->1, 上 述 公式 如 
趋向 模型 1 之 EOQ 公式 。 
例 8.3 已 知 需求 速度 RR=100 件 ,C=0.4 元 ,C,=0.15 元 ,C,=5 元 , 求 最 低 单位 总 费 
用 及 最 佳 储 存 策略 下 最 大 库存 量 。 
CCeC 2CC 
解 用 Q -一 Ge 及 t= Ce JR 


代 人 C(Q,t,) 中 ,得 最 低 单位 总 费用 


» ny 2CiCsCA3R _ /2x0.4x0.15x5x100 
CQ ,Ee 04+00 ~ 


az10.46( 元 ) 





最 大 库存 量 
S=Q" -1727R 


CGTOIR 三 2CCR 
CiC, CCit+C,) 
_ /GOR _ /2x015x5x10. 
N GCI +tO) YN 0.4(00.4+0.15) ~26 件 
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8.2.4 人 多 许 缺 货 ( 需 补足 缺 货 信 生产 需 一 定时 间 的 库 * 了 模型 \ 模 簿 4) 


假设 条 件 除 人 允许 缺 货 生 产 需 一 定时 间 外 ,其 余 条 件 兽 与 模 丸 1 相同 。 
其 存 贮 变 化 如 图 8.5 所 示 。 

取 [0,zj 为 一 个 局 期 , 设 +, 时刻 开始 生 

0 (守信 以 己 -- 玉 各 度 增加 

[0,z;] 和 时 间 内 存 贮 为 零 ,B 表示 最 大 缺 
货 量 。 
[t,t2] 时 间 内 除 满足 需求 外 ,还 要 补足 
[0,ti] 时 间 内 的 缺 货 。 
[tz,t;] 时 间 内 满足 需求 后 的 产品 进入 
存 迪 , 存 贮 量 以 (P 一 尺 ) 速 度 增 加 。，S 表示 
存 贮 量 ,z 时 刻 存 贮 量 达 到 最 大 ,ts 时 刻 停 








止 生产 。 
[2 ,z] 时 间 存 贮 量 以 需求 速度 R 减少 。 
由 图 8.5 易 知 : 
最 大 缺 货 量 B= Rt ,或 B=({P-R)(t, 一 全)。 好 
Rt,=(P-R)(t,-1), 得 
a 
最 大 存 贮 量 S={P~R)(t -ty) 或 S=R(t 1,)。 扼 (P-R)(t3 一 t;)=R(z 一 13), 得 
= 了 Pt+ (1 下)z, 或 
tt =P(t -2) 
在 [0,t] 时 间 内 所 需 费 用 : 
存 迪 费 3Ci(P-R)(ty- to)(t -4) 
消去 1, ,得 3C(P- RIB -1) 
缺 货 费 ” 寺 C,Rt4 


消去 ti 得。 广 CzR LR 


装配 费 0， 
在 [0,t] 时 间 内 总 平均 费用 
Ce = 了 [于 Cl EEE- + ERRa+ oe, 





i1{P-R}R 2 : 
Ic -2C8 + (C+ CSE]+ 
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dCt{t,t,) 1{P— E 
ot 一 = OR Re te 广 )] -时 
9C(i,ts)_ 1(P-R 
2 +2( C+ Ci) 1 
9Ctt, £2) Z (1 
由 931, =0, 得 Ea on 
9 
由 a | =0, 得 
1(P-R 
3 RIC + (C+ Cd)a( A)] -= 
消去 t, 得 
工 (了 一 R)R . CI ，1 
7 [Ci (Ct Cte ic]- Cs 771-0 
1(P-R)R( C+CC 一 CI CC 
2 P Ci +Ca J 0 
2 _2P(C + Ca )C3 
则 
-/ 28. C+C 
有 


Cnet 
ZL2 二 全 二 人 6 一 C+GW ER 加 WE 


依 数学 分 析 的 知识 可 以 判定 CC4 45) 在 1=46,1 = 二 to 时 有 最 小 值 。 
1 
相应 地 得 到 


f 一 2C3 ， cj 
"NCR C2 
12C 人 C es 
Q =R:1,= “1 2 
0 0 i 


So( 最 大 存 贮 量 ) -= R(i, -4)=R(io -ge ee 








P 
一 中 长 (P— 全 人 
[26— Pio - ro 
= . 
P (G+O) 


[2C3R ee {P-R 
NW C1 [ER ~ 五 


Bo( 最 大 货 量 ) ~ R、… = RY.,, 
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2CICR 二 
GE 4 CC 


min C(10,12) = C= 20 COR. sp 
8.3 随机 型 库存 模型 


8.2 节 讨 论 的 库存 模型 中 的 参数 , 即 需求 量 及 提前 期 ,都 是 确定 的 。 这 一 节 讨 论 的 几 个 模 
型 的 参数 是 随机 的 。 


8.3.1 单 时 期 无 准备 成 本 的 库存 模型 


所 谓 单 时 期 模型 是 指 订货 库存 物资 只 满足 一 个 特定 时 期 需求 的 模型 。 这 -~- 节 中 只 讨论 这 
种 单 时 期 模型 。 先 假设 需求 量 是 随机 的 ,需求 是 瞬时 的 ,补充 也 是 瞬时 的 ,而 且 无 准备 成 本 。 
在 这 些 条 件 下 ,根据 期 望 总 成 本 最 小 的 原则 ,去 确定 最 佳 储 存 策略 , 即 确定 最 佳 定货 量 Q* 。 

1. 需 求 是 连续 的 随机 变量 


一 些 参 数 的 符号 如 下 : 
[一 一 初始 库存 量 ; 
QQ 一 一 订货 量 ， 


y 一 一 订货 补充 后 库存 量 ,y= Qt+z 了 Ti 

C 一 一 这 个 时 期 内 单位 货物 储存 费 ; 

C: 一 一 这 个 时 期 内 单位 货物 缺 货 费 ; 

一 一 单位 货 价 ; 

一 一 需求 量 ; 

9(5) 一 一 需求 量 & 之 概率 密度 函数 。 

为 了 讨论 方便 ,用 最 佳 订 货 补充 后 库存 量 y' 代替 Q* ,y* =T+Q'。 确定 了 y ”也 就 确 
定 了 Q-” 。 因 此 首先 要 导出 期 望 成 本 与 y 之 间 的 函数 关系 。 由 分 析 知 ， 若 补充 后 库存 量 为 y 
时 ,这 时 期 储存 量 


_ 人 E<y 
0, 


0， Ecy 
le-y, ty 
则 这 个 时 期 的 期 望 成 本 费用 
ELC(y)]= 定 货 成 本 +E[ 储 存 费 ]+E[ 缺 货 费 ] 


=K(y-1)+ Cf HOy)o(e)de+ C:|, Gy) 9(¢)de 


=K(y- 1)+ co- 6)9(6)d8+ Cl (9(6)d 
求解 
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Ef 站 =-K+ C1) wp(6)d6- Cj| (6)de=0 
并 利用 
| (eds= 1 -| (ede 
即 得 方程 
Gk 


| rde=E 6 
由 此 解 得 满足 方程 的 y* 即 为 所 求 。( 由 于 E[C(y)] 之 二 阶 导数 EEC = (Ci+ Cs)g 


(y)>0,ELC(y)] 为 凸 函数 ,有 惟一 最 小 点 y) 
按 上 述 推导 ,确定 最 优 y”, 即 确定 y* 值 使 < y 的 概率 满足 
P(E<y) -EE 
并 称 g 值 为 临界 值 。 
例 8.4 已 知 单位 储存 费 C, =0.5 元 ,单位 货 价 KK =0.5 元 ,单位 缺 货 费 C, =4.5 元 , 初 
始 库存 量 了 = 0, 需 求 量 密度 函数 是 
1 0<e< 
i -osesn 


0,é€>10 
试 求 单 时 期 模型 最 佳 订 货 量 。 
解 ” 先 计算 








a 
PCe<y)=| dé= 
y =8 
Q*=y° -1=8-0=8 
2. 需 求 是 随机 离散 的 
如 果 需 求 量 & 是 离散 的 , 则 上 述 期 望 成 本 费用 
ELC(y)]=K(y- D+C VY (yp(e)+C, SY Ce-y)p(e) 
£=-0 t= y+] 
在 离散 情况 下 ,可 由 下 列 不 等 式 组 确定 最 小 点 y”: 
E[C(y-1)]2ELC(y)] 和 E[C(y+1)]>E[C(y)] 


yl ne. 
El[C(y~-1)]=K(y-1-71)1 Co yl pe) tC Dt-y+1) (8) 
m f=y 
= y-1 
KY- D+C oy P(E + CD (e~y) p(s) -0 D9(€) 
=0 &=y》 = 人 


+C: 人 8(6) 天 
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=E[C(y)l+C,—-K-— (C+ C0) T ge) 


e-[] 
进一步 得 
ELCLy-1D1-EICCy)1=C 一天 -CC+Cz)PCSSy 一 口 疡 0 
即 
一 政 
+ 





Pp(é<y- < 号 
1 


同样 可 由 
ELC(y+1)]>E[C(y)] 


P(#<y) EE 


PG 点 必 满 足 


> 9(0) SE TC 3 2(S) 


例 8. 5( 报 章 问题 报 音 每 天 能 售 出 的 报 数 是 个 随机 变量 ,每 售 出 一 份 报 能 得 利 泣 3 元- 
当天 报 未 能 售 出 ,可 退回 报社 ,但 每 份 报 损失 h 元 ; 若 当 天 报 不 够 卖 ,必须 从 其 他 报 贩 处 购 进 
报 以 保证 供应 ,每 份 报批 发 价 为 kK 元 。 根 据 以 往 经 验 每 日 能 售 出 报 数 & 的 概率 为 P(&), 问 报 
童 每 日 应 订购 多 少 份 报纸 为 最 佳 ? 

解 这 显然 是 个 单 时 期 无 准备 成 本 储存 模型 。 设 每 日 订购 报 数 为 Q 份 , 则 T=0,y= Q。 
可 从 卢 个 角度 来 讨论 :一 是 以 支付 期 望 总 费用 最 少 准 则 确定 Q” : 另 一 是 以 利 省 损失 期 望 最 小 
为 准则 确定 Q 。 先 以 期 望 总 费用 最 少 准则 出 发 ,确定 最 佳 订货 量 Q ,有 Q = y, 则 进一步 得 

期 望 总 费用 E[C(y)]= 订 报 费用 -退回 当日 售 不 完 报 的 回收 费用 
+ 从 其 他 报 贩 购 人 当日 缺 货 量 的 费用 


E[C(y)]= Ky-(K- >- OPCE) (K+) (6- y)P(é) 


相应 于 Ci = 有 一 ,Ci ==KK+s, 求 E[C(y)] 之 最 小 值 ， 即 求解 不 等 y 式 
-K 1 
部 Ps FC; = 让 < P(e) 


有 = 中 


若 已 知 ;=7,h =4,& 慨 率 分 布 如 表 8.1 所 未 。 


表 8.1 





P(é)=0.4<0.637< Y， P(E) =0.75 
= E-D 


所 以 ,y" =3, 划 每 日 订货 3 000 张 为 最 住 。 
问 样 ， 也 可 以 从 利润 损失 最 少 的 角度 出 发 来 确定 最 佳 订 货 量 Q*。 
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期 望 利 渔 损失 E[C(y)]= 利润 损失 + 缺 货 损失 
he (yp (re VY (ey)P(e) 
£=0 = y+1 


由 不 等 式 
E[C(y-1)1>E[C(y)] 有 ELC(y+1)]>ELC(y)] 
来 确定 y" 值 ,类 似 前 面 分 析 得 


ELC(y+1)] -ELCO)]=h (y+1- P(e)+s 3 (€~-y-1)P(é) 
*D -y+2 
-OP ee 


=(h+5) PPE) - s>0 


BC(y=1)1- BLO ) = 1) P()>0 
即 可 由 

Sp(ecsi < P(6) 
从 两 个 不 同 角度 出 发 确定 最 佳 值 , ,结论 是 -- 臻 的。 
8.3.2 ” 单 时 期 有 准备 成 本 库存 模型 (*-S 策略 ) 


1. 需求 是 连续 的 随机 变量 

本 节 将 讨论 在 有 准备 成 本 C; 条 件 下 的 单 时 期 库存 模型 。 在 这 个 条 件 下 储存 系统 的 期 望 
成 本 (初始 库存 为 1, 订货 量 Q,y= Q+ 站 

ee C; +K(y- D+C | Gy-é) pe)det C,| (Ce-y)p(8)d6, 当 y> 开 订购 ) 

Cly)= 1 要 
cads+c: (6- 71)g(e)de, 当 y= 5 不 订购 ) 
设 
L(y)=KytC| (y-é)p(e)de+ C 人 (6- yp(6)d 


则 有 
ELC(y)]= | 一 KI+L(y),y>【( 订 购 ) 
KI+L(y),y=1( 不 订购 ) 
在 这 个 模型 中 ,应 该 解决 两 个 问题 :中 在 初始 库存 I 条 件 下 ,该 不 该 订货 ;名 若 需 订货 的 
话 , 应 该 订 多 少 最 合适 。 对 这 两 个 问题 的 回答 ,仍然 是 根据 期 望 总 成 本 费 最 小 的 原则 。 
采用 s-S 策略 , 即 根据 随机 需求 量 6 确定 ; 和 S 值 。 当 期 初 库存 T< 时 ,采取 订货 策略 ， 
订货 补充 库存 至 S,S= 了 + Q; 当 了 >s 时 , 则 不 订货 ,目的 是 确定 * 和 S 值 。 
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首先 确定 S 值 。 由 轿 8.6 知 ,函数 C3 - 
KI+L(y), 一 天 + 工 (y) 及 函数 工 (y) 之 极 
小 点 y 是 一 致 的 , 取 
S=y 


C3- KI+L(y)/Ly 


No(ede-E: 
确定 y*,S=y"。 
图 8.6 其 次 ,由 方程 L(s)= C+ 上 L(S) 确 定 
值 (同时 产生 二 个 ; 值 ,会 去 > S 之 值 )。 然 后 论证 ,这 样 确定 的 *-S 值 确实 构成 最 优 储存 策 
略 。 分 别 从 三 种 情况 证 明 。 

DD 当 1<s 时 ,由 L(y) 图 形 知 ,L(T)>L(s), 采 取 不 订货 策略 时 期 望 成 本 (Q =0,y= 7) 
E[C(1)]= -KI+L(1); 采 到 订货 策略 ,订货 补充 至 y, 相 应 期 望 成 本 E[C(y)]=C,- KI 
+ 工 (y)。 考 虑 其 最 小 期 望 成 本 

minE[C(y)]=mip[ Cs- KI+ L(y)]= C3- KI+L(y’) 
其 中 ,y' 为 L(y) 之 最 小 点 ,S= y" , 则 得 
minELC(y)]= Cs -KI+L(y" )= -KItL(s)< -KI+L(1)= EIC(I)] 

由 此 看 出 , 当 [<s 时 ,采取 订货 策略 。 订 货 补充 至 S 时 ,期 望 成 本 比 不 订货 时 的 期 望 成 

本 要 小 ,所 以 应 该 采用 订货 至 S 的 策略 。 


@@ 当 s<1<S 时 ,由 图 8.6 知 L(1)<L(s)。 若 采用 订货 策略 时 , 即 y> 了 时 ,最 小 期 户 
成 本 








ELC(S)]=mipL C(y)]=C;— KI+L(y’ )=C;~ KI+L(S) 
若 采用 不 订货 策略 时 ,期望 成 本 
下 [CCTD)]= -KI+L(D<— KItL(s)= ~ KItCy+L(S)=E[C(S)] 
所 以 当 s<I<S 时 ,应 采用 不 订货 策略 。 
图 当 S< 了 时 ,任何 订货 使 y> 工 时 ,显然 有 
EEC(y)]= Cs-KI+EL(y)> -=-KT+L(D=E[C(CD] 
所 以 不 订货 为 合适 。 
归纳 起 来 ,对 于 初始 库存 为 工 的 单 时 期 有 准备 成 本 的 储存 系统 ,最 优 储存 策略 为 ; 
中 当 了 >s; 时 ,不 订货 ， 
外 当 I<s 时 ,订货 ,订货 量 为 (S - 了), 其 中 S 是 函数 


L(y)=Ky+| Oo, (9- Ep(E)det Cs| (6-y)p(6)d 


的 极 小 点 ,可 由 方程 
: Ck 
J rcae=54E 
确定 。 


s 为 方程 





PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


KW 决策 技术 191 


L(s)=C,+L(S) 
的 最 小 值 点 ,显然 ; 和 S 与 1 无关 ,只 是 与 需求 量 $ 之 密度 隙 数 p(&) 有 关 。 
例 8.6 考虑 例 8.4 中 ,车 有 准备 费用 C; =9 时 , 试 确定 最 优 储存 策略 *-S。 
解 ” 由 例 8.4 已 确定 y” =8, 则 取 S=8。 进 一 步 确定 * 值 ,考虑 函数 


J 1 10 1 
L(y)=0.5y+0.5| 16(Y -$de+4.5| 市 (一 »)dé 


=0.5y+0.05( 认 -全 )|8+0.45( 全 一 | 
oy “ 站 F370 * 3 HE) ly 
=0.25$y -4.0y+22,5 
由 方程 L(s)= C+ 上 L(S) 得 
0.25s: ~4.0s +22.5=9+0.25S? —4.0S +22.5 
s*—16s+28=0 
解 为 
51 二 2， =14( 伟 去 ) 
最 优 策略 为 : 当 IJ<2 时 ,应 订货 ,订货 量 为 Q =8- 了 5; 当 了 >2 时 ,不 订货 。 
2. 需求 是 随机 离散 的 
当 和 需求 量 & 是 离散 取 值 时 ,订货 补充 至 y 时 的 期 望 成 本 
人 


宛 全 类 同 前 面 的 讨论 ， 最 佳 值 y* 可 由 满足 不 等 式 


9(0) ET F< KS oe 


的 y" 值 来 确定 。 取 S=y ,然后 同样 再 确定 ， 值 。 设 
LO)=KytC 2 (yp(€) + CD (3)9(6) 
考察 不 等 式 四 
L(y)<<C, +L(S) 
取 使 不 等 式 成 立 的 最 小 y 值 为 ; 值 。 

例 8.7 某 工厂 在 某 一 阶段 对 原料 需求 量 的 概率 为 ; p(&=80) =0.1,g(&=90)=0.2，, 
p(£=100)=0.3,9(€=110)=0.3,g(&=120) =0.1; 订 货 准备 费用 C=2 825 元 ; 货 价 K = 
850 元 ;单位 储存 费用 C = 45 元 ;单位 缺 货 费用 C, = 1 250 元 。 试 确定 该 工厂 在 这 一 阶段 中 
的 最 优 储存 策略 。 

解 


OQ 计算 临 界 值 g = 上 一 全 =1250~850_ 0309 


区 1 230 二 45 
仿 由 计算 
P(E=80)+ 9(¢=90)=0.3<0.309<0.6= p(£=80) + p(£= 90) + p(&= 100) 
确定 S= 100。 
@@ 用 S$S=100 代 入 
L(s)<C, +L(S) 
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L(5)s<2825+(850x100)+45x[(H0-80)x0.1+(100-90)x0.2+(100 
—100) x0.3]+1250xE(110-100)x0.3+(120—100)x0.1]=94 255 
由 于 s<S,s 只 能 取 80.90 二 值 。 以 * = 80 代 人 计算 得 
L(80)= (850x80)+45x (80—80)x0.1+1250x[(90—80)}x0.2+(100-80) 
x0.3+(110—80) x0.3+ (120—80)x0.1]=904 250<94 255 
所 以 取 s = 80。 
该 厂 储 存 策略 应 为 :当初 始 库存 T<80 时 ,订货 100 - 了; 当 了 >80 时 ,不 订货 
在 单 时 期 有 准备 成 本 模型 中 , 当 需 求 量具 有 人 负 指 数 分 布 时 , 即 


9(8)= Te 


时 ,可 使 用 简便 的 近似 方法 确定 最 优 储存 策略 。 
确定 S 值 时 ,计算 得 








> 四 =s 《2 一 

,ede=1-e = 区 
— Ci+C, 

S=Aln CT 


另外 有 
LO)= Ko+ CAeiade+C| (6- Ted 


=(K+ Cyt+A(C, 不 C,)er -AC, 
为 求 ;计算 L(s)= Cy+L(S), 得 


(K+C)staA(C tC)e i ~aAC =C +(K+C)S+A(C + Ce 20, 








A(CI+C,) -三 _ 全 A(C C3) 二 GL 
oe “二 二 Git(S D+ RT * PRT 
C+ 

pre ei a Ss 

€ 1 ea XKR+C) + +1 

Ss CC S— 

二 3 局 5 

e XKR+C) K+ yp 十 1 


A 





\ 式 展开 , 售 去 二 次 以 后 项 得 


S-* ,1(S- 洲 CS-， 
人 











这 样 得 确定 ;-S 的 近似 公式 ， 
Ct+C, 
1+K 


Ta ,C+C, Sac 
4 二 仿 一 3 二 2 3 
V KrG -nerR KITE 


35=Ain 刻 
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8.3.3 ”随机 需求 写 随机 补充 时 间 的 库存 模型 


这 种 模型 连续 观察 库存 量 , 当 库 存量 下 降 至 尺 时 ,就 订货 ,订货 量 为 Q。 问 题 是 要 确定 最 
优 的 尺 和 QQ 和 值 ,使 得 储存 系统 在 单位 时 间 内 期 望 总 费用 最 小 。 这 一 模型 假设 ;发 出 订货 单 到 
收 到 订货 之 间 的 提前 时 间 { 拖 后 时 间 ) 是 随机 的 ;需求 量 也 是 随机 的 . 并 设 : 

rtr 太 ) 一 一 提前 时 间 * 内 澳 求 量 为 x 的 条 件 概率 密度 函数 ; 

S(t) 一 一 提前 时 间 是 :(z >0) 的 概率 密度 函数 ; 

F(z) 一 一 提前 时 间 内 需求 量 为 x 的 概率 密度 函数 , 旦 


f(z)=| r(z/)S()dt 


QQ 一 一 每 个 周期 的 定货 量 ; 

D 一 一 每 年 的 期 望 总 需求 量 ; 

Ci 一 一 每 年 每 单位 货物 储存 费 ; 
C, 一 一 每 次 每 单位 的 缺 货 费用 。 


每 年 准备 成 本 C,* 吾 (如 为 每 年 大 约 订货 次 数 ); 
每 周期 平均 储存 量 H =(Q+ELR-z]+ELR-z] 
= +E[R~zx] 
=9+R-| zr(z)dz 
全 年 储存 费 Ci[3 + 及 -| zf(z)dz]; 
每 年 周期 期望 缺 货 量 5- | (z-R)f(x)dx; 


全 年 缺 货 费 C36 


年 期 望 总 费用 = 准备 成 本 + 期望 储 存 费 用 + 期 望 缺 货 费 用 , 即 
C(Q,R)=C B+C(+R-ELz])+CSD 
为 求 最 优 Q 和 R' ,计算 
2C(Q,R)_ (CD), Cr CSD, 
0 a3 a 0 


2c Rc, - (GD) f(z)az=0 


英 ER 
! (1) 


_ CQ 2 
.flr)dr= CD 
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求解 上 述 非 线性 方程 组 ,可 采用 Hadiey 和 Whitin 提出 的 方法 。 只 可 解 存在 ,此 方法 便 可 
经 有 限 次 达 代 收 合 。 


首先 导出 解 存在 的 充分 条 件 。 令 R=0 时 ,5= | zf(x)dz=ELz], 代 人 公式 (1) 得 
WW 2 LI 
Q' -6 I + CELz]) 


二 区 


由 公式 (2) 得 


可 以 证 明 , 若 和 @ 久 时 ,满足 式 (1) 和 式 (2) 的 Q* 的 玉 ' 存在 日 惟一 
Hadley-Whitin 方法 步骤 如 下 ， 


以 有 =0.Q,= 2 作 Q -之 初始 值 ,代入 式 (2) 得 R,。 由 Ro 计算 5 值 , 得 5, 代入 
式 (1) 得 Q, ,重复 ,以 Qi 代入 式 (2) 得 Ri。 以 此 类 推 ,直至 相 邻 R_ 和 RR,,, 近似 相 等 , 则 最 后 
得 到 的 Q, 和 R, ,就近 作 为 Q 入" 。 

例 8.8 某 储存 系统 C;=100,D=1 000,C,=2,C,= 10 ,提前 时 间 内 需求 量 服从 一 个 从 
0 到 100 范围 内 的 均匀 分 布 , 试 确定 最 优 储存 策略 。 

解 ”首先 判 断 是 否 有 解 , 取 


yo f2D(Cs+CElz]) /xl1000x(i00+i0X50) 
Q= | = | 10X50) -774.5 


~_CD 10x1 000 








由 于 和 > Q , 则 存在 惟 -的 Q* 和 RR' ,期 诅 缺 货 量 
5=|(z-R)/(z)dz=| (x- Rdr=A RR +50 (3) 
根据 已 知 条 件 及 式 (1). 式 (2) 得 | 
0: = /Gt CS) _ /2x1 W005105) 
wk 4h 有 
im 10017=10x1T0o00( 或 R =10- 9 ) (5) 
将 确定 的 Q, 值 代 人 式 (5) 得 R, 值 ,以 R; 值 代 人 式 (3) 和 式 (4) 得 Q., | , 即 有 


-~ /2DC: _ f2x1T000x100_ 
第 次 近代 Q! CG i 


on 3 
Ri=100- 3 =93.68 


(4) 


S=700 -Ri+50=0.199 71 
第 一 次 迭代 Q, = V100 000 卫 10 000 x0.199 71 = 319.37 
nn 319.37 
R,=100 =93.612 
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S=22 — R,+50=0.204 03 





pn Q;=v 100 000+ 10 000x0.204 03 =319.43 
_ 319.43 


由 于 Rs 民 ; , 则 最 优 解 取 RR”=93.61,Q* =319.4, 即 当 库 存量 降 至 93.61 时 发 出 订单 , 订 
货 量 为 319.4。 
习 题 

8.1 设 某 工 广 每 年 需 用 某 种 源 料 1 800 ,不 需 每 日 供 应 ,但 不 得 缺 货 . 设 每 吨 每 月 的 保管 费 为 60 元 ,每 
次 订购 费 为 200 元 , 试 求 最 佳 定购 量 。 

8.2 某 公司 采 用 无 安全 存量 的 存 贮 策略 。 每 年 使 用 某 种 零件 100 000 件 ,每 件 每 年 的 保管 费用 为 3 元 ， 
每 次 订购 费 为 60 元 , 试 求 :(1) 经 济 定购 批量 ;(2) 如 每 次 订购 费 为 0.60 元 ,每 次 订购 多 少 ? 

8.3 设 某 工厂 生产 某 种 零件 ,每 年 需要 量 为 18 000 个 ,该 厂 每 月 可 生产 3 000 个 ,每 次 生产 的 装配 费 为 
500 元 ,每 个 零件 的 存 贮 费 为 0.15 元 , 求 每 次 生产 的 最 佳 批量 。 

8.4 某 产品 每 月 用 量 为 4 件 ,装配 费 为 50 元 , 存 贮 费 每 月 每 件 为 8 元 , 求 产品 每 次 最 佳 生 产量 及 最 小 费 
用 。 若 生产 速度 为 每 月 10 件 , 求 每 次 生产 量 及 最 小 费用 。 

8.5 每 月 需要 某 种 机 械 零 件 2 000 件 ,每 件 成 本 150 元 ,每 年 的 存 贮 费 用 为 成 本 的 16% ,每 次 订购 费 100 
元 , 求 BOQ 及 最 小 费用 。 

8.6 在 题 8.5 中 如 允许 缺 货 , 求 库存 量 * 及 最 大 缺 货 量 , 设 缺 货 费 C, = 200 元 。 

8.7 某 制 造 厂 每 周 购 进 某 种 机 械 零 件 50 件 ,订购 费 为 4 元 ,每 周 保管 费 为 0.36 元 。(1) 求 EOQ。{2) 该 
厂 为 少 占用 流动 资金 ,希望 存 贮 量 达 到 最 低 限度 ,决定 宁可 使 总 费用 超过 最 低 费用 的 4% 作 为 存 贮 策略 , 问 这 
时 订购 批量 为 多 少 ? 

8.8 某 公司 经 理 一 贯 采用 不 允许 缺 货 的 经 济 批量 公式 确定 订货 批量 ,因为 他 认为 缺 货 后 补 上 总 不 是 好 
事 。 但 由 于 激烈 竞争 迫使 他 不 得 不 考虑 采用 人 允许 缺 货 的 策略 。 已 知 对 该 公司 所 销 产品 的 需求 民 = 800 件 / 
年 ,每 次 订货 费用 C, = 150 元, 存 贮 费 C, =3 元 人 件 ' 年 ), 发 生 短缺 时 的 损失 C, = 20 元 人 ( 件 ,年 )。 斌 分析; 
(1) 计 算 采 用 允许 缺 货 的 策略 较 之 原先 不 允许 缺 货 策略 带 来 的 费用 上 的 节约 ; (2) 如 果 该 公司 为 保持 一 定 信 
党, 目 己 规定 缺 货 随后 衬 上 的 数量 不 超过 总 量 的 15% ,任何 一 名 顾客 因 供应 不 及 时 需 等 下 批 货 到 达 补 上 的 时 
间 不 得 超过 3 局 , 问 这 种 情况 下 ,允许 缺 货 的 策略 能 可 被 采用 ? 

8.9 某 商店 准备 在 新 年 前 订购 一 批 挂历 批发 出 售 , 已 知 每 售 出 一 批 {100 本 ) 可 获 利 70 元 。 如 果 挂 历 在 
新 年 前 售 不 出 去 , 则 每 100 本 损失 40 元 。 根 据 以 往 销 售 经 验 , 该 商店 入 出 挂历 数量 的 概率 如 表 8.2 所 示 。 如 
果 该 商店 对 挂历 只 能 提出 一 次 订货 , 问 应 订 几 百 本 ,使 期 望 的 获 利 数 为 最 大 。 


8.10 某 商 店 代销 一 种 产品 ,每 件 产品 的 购 进 价格 为 800 元 , 存 贮 费 每 件 和 0 元 , 缺 货 费 每 件 1015 元 , 订 
购 费 一 次 80 元 , 原 有 库存 10 件 。 已 知 对 产品 需求 的 概率 见 表 8.3， 试 确定 该 商店 的 最 佳 订 货 数 量 。 
囊 8.3 


0.20 
8.11 某 商店 存 有 某 种 商品 10 件 , 每 件 的 进 价 为 3 元 , 存 贮 费 为 1 元 , 缺 货 费 为 16 元 。 已 知 对 该 种 商品 
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的 需求 量 服从 x =20、o =5 的 正 态 分 布 , 求 商店 对 该 种 商品 的 最 佳 订 货 量 。 | 

8.12 某 商店 准备 订购 - . 批 圣诞 树 迎 接 节日 , 据 历 年 经 验 ,销量 服从 正 态 分 布 ,y= 200,0 = 300, 每 棵 
圣诞 树 售 价 为 25 元 , 进 价 为 15 元 。 如 果 进 了 货 卖 不 出 去 , 则 节 后 其 残 值 基本 为 零 。 试 回答 :(1) 该 商店 应 进 
多 少 棵 圣诞 峙 ,使 期 望 利润 值 为 最 大 ;(2) 如 果 商 店 按 销 售 基 的 期 望 值 200 棵 进货 , 则 期 望 的 利润 值 为 多 大 
(3) 如 商店 按 (1) 计 算数 字 进 货 , 则 未 能 销售 出 去 的 圣诞 树 的 期 望 值 是 多 少 ? 
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第 9 章 ”多 阶段 决策 一 一 动态 规划 





9.1 多 阶段 决策 问题 


在 生产 .计划 ,管理 中 往往 需要 研究 处 理 包 售 多 个 阶段 决策 过 程 的 问题 。 这 类 问题 能 分 解 
为 若干 阶段 或 若干 子 问题 ,通过 对 每 个 子 问 题 作出 决策 得 到 解决 。 动 态 规划 就 是 研究 这 种 多 
阶段 决策 问题 的 优化 方法 。 它 能 为 分 析 问 题 的 全 过 程 提 供 总 的 框架 ,在 这 个 框架 内 又 可 用 各 
种 优化 技术 解决 每 一 阶段 上 的 具体 问题 。 

动态 规划 的 理论 基础 是 由 R, Bellman 提出 的 最 优 性 原理 。 这 个 原理 归结 为 一 个 递 推 关系 
表达 式 ,用 它 描述 多 阶段 决策 过 程 的 状态 转移 。-- 般 采用 逆序 方法 求 这 类 问题 的 解 , 即 从 最 终 
状态 出 发 ,逐步 推算 到 初始 状态 ,从 而 得 到 一 个 最 优 决 策 序 列 。 与 其 他 优化 技术 相 比 ,动态 规 
划 能 得 到 一 个 多 阶段 的 整体 最 优 解 。 

因为 决策 过 程 的 时 间 参 数 可 连续 或 离散 , 故 决 策 过 程 可 分 为 连续 决策 过 程 和 离散 决策 过 
程 。 根 据 决策 过 程 演变 是 确定 狂 的 还 是 随机 性 的 ,决策 过 程 又 可 分 为 确定 性 决策 过 程 和 随机 
性 决策 过 程 。 综 合 起 来 便 有 离散 确定 性、 离散 随机 人 性 .连续 确定 性 .连续 随机 人 性 共 四 种 决策 过 
程 模 型 。 

本 书 主要 阐述 离散 决策 过 程 , 介 绍 动态 规划 的 基本 概念 .理论 及 方法 ,并 以 各 种 实例 说 明 
其 应 用 。 

多 阶段 决策 问题 很 多 ,下 而 首先 通过 两 个 具体 例子 说 明 什 么 是 多 阶段 决策 问题 。 

例 9.1 最 短路 问题 ; 现 欲 从 图 
9.1 中 的 A 点 沿 道路 铺设 管道 至 五 
点 ,应 如 何 铺设 管道 ,使 得 管子 总 长 度 
最 短 ? 

这 个 问题 从 图 形 看 就 是 求 A 至 玉 
的 最 短路 径 问 题 ,可 以 看 成 是 一 个 多 
阶段 决策 问题 。 把 它 分 成 4 个 阶段 考 
虚 , 每 个 阶段 需 从 它 所 在 位 置 选择 这 
一 阶段 铺设 的 道路 ,连接 各 个 阶段 选 
择 的 通路 即 是 4A 至 五 的 一 条 路 径 。 
这 样 构成 的 路 径 有 许多 条 ,问题 是 如 
何在 每 个 阶段 作出 适当 选择 ,而 使 构 
成 的 路 径 为 最 短 。 

例 9.2 机 器 负荷 分 配 问题 ; 某 种 机 器 可 以 在 高 低 两 种 不 同 负荷 下 生产 ， 在 高 负荷 下 生 
产 时 ,产品 的 年 产量 和 投入 后 产 机 器 数 x 的 关系 为 

y= g(x) 

这 时 机 器 完好 率 为 a , 即 如 果 年 初 完好 机 器 数 为 x ,到 年 终 完好 机 器 数 为 az ,0<a <1; 在 低 负 
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荷 生产 时 ,产品 的 年 产量 y, 和 投入 生产 的 机 器 数量 z 的 关系 为 
= f(x) 
相应 冰 机 器 完 好 率 为 b,0<b<1, 
假定 开始 生产 时 完好 机 器 数 为 Si 。 试制 定 一 个 五 年 计划 ， 在 每 年 初 决定 重新 分 配 在 两 种 
负荷 下 生产 的 机 器 数 ,使 五 年 内 总 产量 达 最 高 ? 
这 是 一 个 典型 的 多 阶段 决策 问题 ,每 年 为 一 个 阶段 ,每 阶段 需 决 定投 入 多 少 台 机 器 在 高 负 
荷 下 生产 ,使 得 5 年 总 产量 最 高 (图 9.2)。 


1 2 想 3 + 5 








图 9.2 
由 上 述 实 例 可 知 ,多 阶段 决策 问题 是 这 样 一 种 特殊 的 决策 过 程 , 即 可 将 该 过 程 分 为 若 于 个 
互相 联系 的 阶段 ,在 它 的 每 一 阶段 都 需 作 出 决策 ,从 而 使 整个 过 程 达到 最 优 。 当 然 , 各 个 阶段 
决策 的 选取 不 是 任意 确定 的 , 它 依赖 于 当前 面临 的 状态 ,又 影响 以 后 的 发 展 。 当 各 个 阶段 决策 
确定 后 ,就 构成 了 一 个 决策 序列 ,因而 也 就 决定 了 整个 过 程 的 一 条 活动 路 线 。 这 种 把 一 个 问题 
看 做 是 一 个 前 后 关联 具有 链 状 结构 的 多 阶段 过 程 就 称 为 多 阶段 决策 过 程 ,也 称 序 贯 决策 过 程 ， 
相应 的 问题 就 称 为 多 阶段 决策 问题 。 


9.2 动态 规划 的 基本 概念 

用 动态 规划 处 理 多 阶段 决策 问题 时 ,首先 得 建立 一 些 基本 概念 ,通过 这 些 概 念 定量 描述 这 
个 多 阶段 决策 问题 。 现 在 结合 例 9.1 解释 这 些 概念 。 
9.2.1 阶段 与 阶段 变量 


原 问题 分 成 若 于 相互 联系 的 子 问题 ,每 个 子 问题 称 为 一 个 阶段 ,用 变量 上 表示 ,k=1.2、 
2 ,nn, 称 其 为 阶段 变量 。 如 由 图 9.1 所 示 的 最 短路 问题 就 分 成 4 个 阶段 ,k=1、2、3、4。 


9.2.2 状态 与 状态 变量 


过 程 各 阶段 所 处 的 “位 置 " 称 为 状态 ,用 变量 S, 表示 此 阶段 初 所 处 的 状态 , 称 其 为 状态 变 
量 。 某 阶段 所 有 可 能 状态 的 全 体 称 为 状态 集合 。 例 9. 1 中 , S, 表示 第 三 阶段 初 起 点 之 位 置 ， 
状态 集合 {S31 = fC,C;,C3!。 例 9.2 中 ,S, 表示 第 二 年 初 完好 机 器 的 数目 。 
9.2.3 决策 与 决策 变量 


某 阶段 初 状态 决定 后 ,从 这 状态 向 下 一 阶段 哪个 状态 演变 的 选择 称 为 决策 ,用 变量 X= 
(Si) 表示 由 阶段 S; 状态 出 发 所 作 的 决策 , 称 之 为 决策 变量 。 决 策 变量 zx ( S, ) 可 选择 的 
学 围 称 为 允许 决策 集合 ,用 D(z ) 表 示 。 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


K 决策 技术 199 


9.2.4 状态 转移 


前 一 阶段 的 状态 和 决策 决定 了 下 一 阶段 的 状态 ,它们 之 间 的 关系 称 为 状态 转移 ,用 方程 
Sr=T[Se,re(CSk)] 
表示 。 如 图 9.2 中 , S 表示 上 年 初 完好 机 器 数 (状态 ); ze ( S; ) 表 示 决 定投 入 高 负荷 生产 的 机 
器 数 (决策 ) , 则 下 一 年 初 完 好 的 机 器 数 
Sir=ar (SS)+b(S,— rz(S)). 
即 是 由 5S; 状态 经 决策 xz (S, ) 至 Se, 状态 的 转移 方程 。 


9.2.5 策略 


由 阶段 =1 至 阶段 &=n 的 全 过 程 中 ,由 每 个 阶段 所 选择 的 决策 构成 一 决策 序列 , 称 之 
为 一 个 策略 , 记 为 
Pi(S1)= {|z1(S1), ra(S,) ,x (S, )| 
在 例 9.1 中 每 一 策 咯 即 表示 由 A 一 EE 的 一 条 通路 ,如 P,(S,) = 1A,B,,C; ,D, ,下 | 表 示 是 一 
个 策略 。 


9.2.6 后 部 子 策略 


从 大 阶段 某 状 态 9 出 发 到 终点 的 过 程 称 为 后 部 过 程 。 它 相应 的 决策 序列 称 为 后 部 子 策 
略 , 记 为 
Pa (Si)= {zr (S) ,7 (S, )| 
如 在 例 9.1 中 ,从 多 =2、S, = B) 出 发 的 一 个 后 部 子 策略 
P2.(S,)= {1B,,C,,D,,El| 
即 表 示 由 B, 至 的 一 条 通路 。 


9.2.7 阶段 指标 


& 阶段 中 ,评价 由 状态 S, 出 发 作出 决策 zc, ( S, ) 所 产生 效果 的 数量 指标 记 为 
了 (9 3 ) 
在 例 9.1 中 ,如 由 上 =2、S: = Bi 出 发 ,选择 决策 rz(B, ) = C,, 则 阶段 指标 V,(B,,C,)=2, 即 
用 Bi Ci 之 路 长 作为 决策 效果 评价 的 数量 指标 。 


9.2.8 指标 函数 写 最 优 指标 洲 数 


评价 由 阶段 S, 状态 出 发 到 终点 的 后 部 子 策略 P，( S， ) 产 生效 果 的 数量 指标 记 为 
Vw[S: ,Pu (Se)]= Va (S, sh Spt sy Tit1 ss Sh ,Za ) 
它 是 用 来 衡量 所 实现 过 程 优 劣 的 一 种 数量 指标 , 这 个 数量 指标 由 状态 S: 和 后 部 子 策 路 
Pa Si) 决定 ,所 以 称 为 S, 和 Pu (S, ) 的 指标 函数 。 而 由 到 阶段 S， 状态 出 发 ,所 有 可 能 的 后 部 
子 策略 所 产生 的 指标 函数 值 中 最 优 者 称 为 最 优 指标 函数 值 , 记 为 PS, ) , 即 


fi(Si) = opt Val Ss Po (Si )] 
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显然 它 是 由 状态 S, 决定 , 称 为 状态 5, 的 最 优 指标 蝴 数 。 特 别 当 上 =1 时 ,万 (Si ) 表 示 全 过 程 
的 最 优 指 标 值 ,相应 的 策略 Pi, (5, ) 即 为 最 优 策略 。 在 例 9.1 中 , 当 类 =2.S, =C, 时 ,每 一 个 
后 部 策略 表示 由 C 一 巨 的 一 条 路 径 ,相应 指标 函数 值 就 是 这 条 路 的 路 长 。 而 最 优 指 标 函 数值 
(C1) 为 Ci 所 有 通路 中 最 短 的 路 长 。 方 (4 ) 表 示 由 A 一 上 的 最 短路 长 ,相应 最 优 策略 
Pi,(A) 为 A 一 EF 的 最 短路 径 , 


9.3 ”最 优 性 原理 与 递 推 方程 


本 节 通 过 例 9.1 说 明 动态 规划 怎样 根据 最 优 性 原理 ,通过 递 推 形式 解决 多 阶段 决策 问题 。 
动态 规划 的 理论 依据 是 Bellman 提出 的 最 优 性 原理 。 
最 优 性 原理 ”一 个 过 程 的 最 优 策 略 具有 这 样 的 性 质 , 即 无 论 过 去 状态 和 决策 如 何 , 对 前 面 
决策 形成 的 状态 而 言 , 余 下 的 决策 必 构成 最 优 策略 。 这 就 是 最 优 性 原理 。 
这 个 原理 实际 上 是 常识 性 的 。 如 在 例 9.1 中 , 若 
A—B—C;—D,—E 
是 A->E 的 最 优 策略 (最 短路 ) , 则 C3 一 DD,->E 必 是 C, 一 玉 的 最 短路 径 。 
现在 看 例 9.1。 例 9.1 的 问题 是 寻找 A 一 的 最 短路 径 ( 最 优 策略 ) 及 最 短路 长 (最 优 指 
标 函 数值 六 (4 ))。 如 果 能 求 出 
BE f.(B) 
1 二 i (B,) 
则 根据 Bellman 最 优 性 原理 ,相应 能 求 出 A 一 玉 的 最 优 指标 函数 值 j, (A ) 及 最 短路 ， 即 有 
fi(A)=min{ Vi(A,B)+f(B), Vi(A,B,)+£(B,)! 
其 中 Vi(A ,Bi) 为 AB, 的 路 长 ,Vi(A,B,) 为 AB, 的 路 长 。 
这 样 , 求 A 一 EE 最 短路 问题 1 转 为 求 B, 一 E 和 B,~> 玉 最 短路 问题 2。 
同样 ,欲求 B, 一 FF 最 短路 问题 ,可 转化 为 求 


ben Ee 
| 最 短路 及 最 短路 长 4 fC;) 
CE Bie) 


(BCUT+ 户 (Ci) 
oo V2(B | 
V2z(B Ci)+ CC) 
同样 , 求 B: 一 下 最 短路 问题 有 
(err pe 
fi(B;i)= min V,(B,,C,) | 
V,(B,,C,;) + fs(C3)) 
依 此 类 推 , 求 Ci 一 五 最 短路 问题 3 转 为 求 


大 _ 
和 5 最 短路 及 最 短路 长 


f3(D1) 
f(D;) 
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的 问题 4, 这 样 由 逆向 递 推 求 解 


Ci 
D; 下 
5 =E aas 一 王 最 短路 


Cs3 
{问题 4) {问题 3) 
B, 
-| 一 下 最 短路 >A->E 最 短路 
2 
(问题 2) {问题 1) 


而 问题 4 求 D, 一 最 短路 是 容易 解 得 的 。 整 个 求解 过 程 由 下 列 步骤 表示 ; 
k=4,f1(D)= V (Di,E)=4 
f(D,)= V(D;,E)=3 

_ ofVi(Ci,Di) + f(D) 

k=3, fC) =minl vc pn 


|- ,|2+4 
Vs F 4 
AC) =min| (CD D, 上 


| 人 
4+4 
2+3 
1S+4 
= mn 2+3) 














Va(C;,D,)+ f(D;) 


-a Vas(C3,D1) + f(D) ) 
CT gp 








V,(Bi,C1)+ fs(C 3+4 
st me de 
Va(By,C3) + 万 (C3) 1+5 
V2(B;2,C1)+ fl C1) 1 
CE jj 1 =11 
V,(B,,C)+ fl(C,) 6+5 
{Vi(A,B,)+ f,(B) [15+6 
kA) =mind (A, B+ 0B,) = min 3+11 
则 A 一 EE 最 短路 长 为 f(A)=11, 最 优 策略 即 最 短路 可 由 反 向 追踪 得 
一 下 一 C3 一 了 ;一 五 
从 上 述 求解 过 程 可 看 出 ,动态 规划 是 通过 求解 递 推 过 程 





-ai 


x ED{xr) 到 二 天， (用 一 (9.1) 


eecy VS 2 十 六 CSS)] 


fl Sr ) =0 


递 推 求 得 最 优 策略 Pi, ( S, ) 及 最 优 指标 函数 。 式 (9.1) 称 为 动态 规划 的 递 推 方程 或 基本 方程 。 
其 中 ,D(x ) 为 允许 决策 集合 ， + = T(S, CR ) , 称 fr (Si ) =0 为 边界 条 件 ， “cpt" 是 英文 


最 优化 的 缩写 ,可 根据 题 意 取 min 或 max。 


确切 地 讲 , 式 (9.1) 只 是 动态 规划 逆序 解法 的 基本 方程 。 相 应 地 ,可 以 给 出 顺序 解法 的 基 
本 方程 。 所 请 顺序 解法 是 指 寻 优 途 径 是 从 初始 阶段 开始 到 最 后 阶段 结束 即 从 与 逆序 解法 的 寻 


优 方 向 相反 的 一 种 动态 规划 问题 的 求解 方法 。 
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以 下 给 出 动态 规则 顺序 解法 的 基本 方程 如 下 : 
fi(Si+1)=opt[ Vi(Siris x) + A-1(S;)] 
[ses k=1,2,",7 (9.2) 
fo(S1)=0 

上 式 中 ,阶段 变量 及 状态 变量 Si 的 定义 不 变 , 决 策 变量 xz, 的 定义 发 生变 化 , 即 这 时 的 
状态 转移 不 是 由 S, zx 去 确定 S,, 1 ,而 是 反 过 来 由 S,,1、x 去 确定 S; , 则 状态 转移 方程 一 般 
形式 为 S = TT (S,,; ,zi ) ,因而 第 阶段 允许 决策 集合 也 相应 改变 , 记 为 D'(x,,,)。 其 求解 
过 程 是 根据 边界 条 件 , 从 上 = 1 开始, 从 前 向 后 顺 推 ,逐步 可 求 得 各 阶段 的 最 优 决 策 和 相应 的 
最 优 值 ,最 后 求 出 f( S,, 1) 时 ,就 得 到 整个 问题 的 最 优 解 。 

本 书 主要 前 述 利 用 逆序 解法 求解 动态 规划 问题 的 方法 。 

最 后 ,可 将 动态 规划 解法 的 基本 步 又 归纳 如 下 ; 

中 规定 过 程 的 分 朋 ,构造 出 状态 ,定义 状态 变量 ,使 状态 序列 能 描述 整个 过 程 ,状态 具有 无 
后 效 性 ; (所谓 “无 后 效 性 "是 指 :若菜 阶段 状态 给 定 , 则 在 这 阶段 以 后 过 程 的 发 展 只 与 当前 的 状 
态 有 关 , 而 与 过 去 历史 无 关 。) 

四 定义 决策 变量 ,确定 允许 决策 集合 ; 

确定 状态 转移 规律 , 写 出 转移 方程 ; 

坦 定 出 指标 函数 , 写 出 递 推 方程 ,求解 。 

对 于 离散 的 状态 变量 及 决策 变量 问题 , 常 采用 列表 形式 递 推 计算 六 (S, ) 及 zx (S, ) ,通常 
有 表 9.1 和 表 9.2 两 种 表格 形式 。 

表 9.1 大 界 段 [计算 乓 (Se) 及 加 (St]] 胡 





表 9.2 上 阶段 [计算 (5,) 及 x? (St )] 胡 
Ee WaS) Si+1= T(Si ,x ) firi(Se+1) 


9.4 动态 规划 应 用 例 解 


例 9.3( 资 源 分 配 问题 某 工 三 有 100 台 机 器 , 拟 分 四 期 使 用 ,在 每 一 周期 有 两 种 生产 任 
务 。 根 据 经 验 要 把 机 器 z, 投 和 第 一 种 生产 任务 , 则 在 一 个 生产 周期 中 将 有 工 z， 台 机 器 报 庆 ， 








CS xa)t firi( Sr1) A(S) 





会 下 机 器 全 部 投入 第 二 种 生产 任务 , 则 在 一 个 生产 周期 中 将 有 贡 台 机 器 报废 。 如 果 在 一 生产 
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周期 中 干 第 一 种 生产 任务 每 一 台 机 器 可 收益 10, 干 第 二 种 生产 任务 每 一 台 机 器 可 收益 7。 问 
怎样 分 配 机 器 使 总 收益 最 大 ? 
解 ”这 可 视 为 一 个 4 阶段 决策 问题 ,可 用 动态 规划 方法 求解 。 设 阶段 变量 上 = 1 2.3,.4。 
状态 变量 S, 表示 年 初 完好 机 器 台数 。 决 策 变量 zx 表示 上 年 初 决定 投入 第 一 种 生产 任 
务 的 机 器 数 。 状 态 转移 方程 为 
Si= 了 + 训 (S,-t) (0<mssi) 
阶段 指标 
V(Si, zi)=10r +7(5, - xz) 
k=4,f1(S,) 一 na {10zxs +7(S, — zx,)+ fs(S;)| = max, 13.z +7S,| 
=10S,( 取 x? = 9S4) 
k=3,f(S,) = max 110zs +7(S3 ~ xz3)+f4(S4)! 


10xs +7(Ss -za)+10| 子 zi+ 站 (S; -z)]| 





= Max 


QS 

2 50 ， 

人 169,| = 和 5,( 取 =:) 
k=2,f(S) = mas, {10¢s +7(S ~ x1) + f(S3)| 


os en 一 2 ) 十 二 3[3z+ (Sz2) || 





=, me |225, - 3z2|= 22S,( 取 XT2 =0) 
k=1,fi(S. = mag (0x +7(5, ~ XT1)+ Ff.(S,)! 
= max 


0Sm es 了 z+ 有 (S1 -x1)] 


a 126.8S, -2.,13x11=26.8S1( 到 x? =0) 


最 优 策略 即 各 期 机 器 最 优 分 配 如 下 

Si=100,zr =0; S;=90,zy* =0 

SS 一 81,r3 =81; S4=S4,z =54 
最 大 总 收益 方 (100) =2 680。 

例 9.4( 生 产 计 划 问 题 ) 某 公 司 与 一 顾客 订立 合同 ,在 4 个 月 内 出 售 一 定数 量 的 某 种 产 

品 。 由 于 各 种 原因 ,每 月 至 多 生产 100 单位 ,产量 限于 10 的 倍数 。 产 品 可 以 贮存 ,贮存 费用 每 
单位 2 元 。 生 产 成 本 及 每 月 销售 额 如 表 9.3 给 出 。 要 求 确定 一 个 生产 过 程 ,使 能 满足 合同 要 
求 ,在 生产 能 力 以 内 使 生产 成 本 最 小 。 





TO 22| 


早 9.3 
单位 生产 成 本 C, (元 ) 合同 销售 客 a 
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解 ”阶段 变量 上 =1.2、3,.4 表示 月 份 。 状 态 变 量 S 表示 上 月 初 已 有 产品 数 。 决 策 变 量 
zx 表示 决定 月 的 生产 数量 ,满足 约束 

了 十 号 之 丰产 100, =0,10,20,… 
状态 转移 St = Si + x - dl ,阶段 指标 Vi(S ,Ti)= cr +290 

&=4( 表 9.4) 时 ,由 于 1~3 月份 最 大 生产 量 为 300 单位 ,合同 销售 总 额 为 250 单位 ,所 以 
4 月份 最 大 贮存 量 为 50 单位 , 即 S, 可 能 取 值 为 0、10、20、30、40、50。 求解 

万 (S4)= edi (Css +2S4) 
at Sd 


得 zy =d, -S$,=600-— S,, 则 有 


fi(S1)=4 560-74S, 








二 3( 表 9.5) 时 ,第 一 ,第 二 月 最 大 生产 量 为 200 单位 ,销售 合同 额 为 60+ 70=130, 所 以 
3 月 初 最 大 贮存 量 为 70 单位 。 由 zi + S; 实 d; =120 和 xz; 志 100 得 
S; 守 20 
所 以 S$; 可 能 取 值 为 20、30、40、50 .60、70 单位 。 求 解 
f3(S;)= win {Cyzx3 +2S, + 万 (S,)| 


T+ S53>d; =120 














k=2( 表 9.6) 时 ,1 月 份 最 大 生产 量 为 100 单位 ,合同 销售 量 为 60, 则 2 月 初 最 大 贮存 量 
为 100-60=40, 即 S: 可 能 取 值 0.10、20、30.、40。 求解 
fi(S1)= mip {Cz +2S, + f(S3)} 


叉 由 5; = S, 拉 区 一 Q, 之 20, 得 
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To -5S, +20=90- S, 


% me 
| | 90 
18 380 
| | De | ns | ms | 700 | 
| 16%%0 | 169%0 | 1680 
16220 | 1616 | 1610% 
k= 六 表 9.7) 时 ,S, =0, 且 有 
fi(S)= mn ， 1Curi+2Si+ 户 (Sa)| 


TI + 5 之 di =60(x| 00) 


























表 9.7 
Vi(Si,t1)+ f2(5,) 


最 小 总 成 本 f,(0) =22 980, 最 优生 产 安排 如 家 9.8 所 示 。 
了 9.8 

















例 9.5( 投 资 分 配 ) 现 有 8 百 万 资金 欲 向 三 个 企业 (i = 1,2,3) 投 资 , V(x}(i=1,2,3) 是 疝 第 


i 个 企业 投资 x 时 产生 的 利润 艾 数 ,其 数据 如 表 9.9 所 示 。 试 求 使 总 利 渔 最 大 的 投资 计划 。 
表 9.9 





解 ” 可 把 这 个 问题 作为 一 个 多 阶段 决策 问题 来 考虑 ,如 图 9.3 所 示 。 阶 段 变 量 上 = 1.2.3。 


Vi(x1) Vit{x2) Valzra) 


0 


I 2 六 


图 9.3 
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状态 变量 S; = 8 表示 可 向 1.2.3 企业 投资 的 资金 总 数 , S; 表示 可 向 2、3 企业 投资 的 资 
金 ;9; 表示 可 向 3 企业 投资 的 资金 。 
决策 变量 x, 表示 对 企业 的 投资 数 (0<<x, 专 S;)。 状 态 转移 方程 为 
S41 = Si — rh 
递 推 方程 为 
人 k=3,2,1 


fi(S$1)=0 


道 推 的 过 程 (& =3,2,1) 如 表 9.10 一 9.12 所 示 。 
衷 9.10 


2 Ts 






by 
ws 








Va(za)+ fulS4) 
0 0 











mm 
[人 
= 
[= 












表 9.11 
5 本 (3S) | Valz2)+ ftss) zi 
MC EE ES 0 
4 
5 1 
2 26 
2 1 9 0 
0 15 


多 

a 
4 1 Se 
0 40 


38szswclasauw= 
CD 上 

呈 大 明 语 中 名 名 全 

] om mn 

ES 
| 

| 
tm 全 





Ds 
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2 2 V(x2) Sa fa3(53) Vi{r2)+ f3(53) 万 (S2) 2 




















53 本 








110 5 





0 6 

1 5 

2 4 

3 3 

4 2 

5 1 

6 0 

0 0 7 52 52 

i 5 6 51 56 

2 15 5 $0 65 
> 3 40 4 45 85 100 

纪 0 3 0 100 

5 70 2 26 y6 

6 73 1 4 77 

7 74 0 | 0 74 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 


忆 由 局 
nm 
一 
5 














Do 


oo 






最 大 总 利润 f,(8) = 140 
最 优 投 资 策 巾 : 
S1=8,x1 三 人 4 S,=4,7x7 =4 S53=0, 7x? 二 日 


即 最 优 投资 计划 为 向 第 一 个 企业 投资 400 万 元 ,向 第 二 个 企业 投资 400 万 元 ， 向 第 三 个 企业 投 
资 为 零 。 


例 9.6( 更 新 问题 ) 某 运输 公司 1985 年 初 购 进 一 批 已 使 用 二 年 的 卡车 。 假设 每 年 的 各 
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项 费用 如 表 9.13 所 示 。 考 虑 1986 一 1989 年 间 , 为 使 总 利润 最 大 ,每 年 年 初 对 这 批 车 应 作 怎 样 
的 决策 (更 新 或 维修 )。 





























解 ” 用 动态 规划 法 求解 。 假 设 用 RS ) 表 示 & 年 初 ,车 龄 为 S, 的 卡车 继续 使 用 一 年 的 
收入 ;用 UD,(S, ) 表 未 年初, 车 龄 为 S 的 卡车 继续 使 用 一 年 所 需 的 维修 费 ; 用 C, ( S, ) 表 示 
年 初 ,车 龄 为 St 的 卡车 当年 更 新 所 需 费 用 。 显 然 , R, (0) 表 示 年 期 间 新 车 使 用 一 年 的 收 
入, UD (0) 表 示 年 期 间 新 车 使 用 一 年 的 维修 费 。 阶 段 变 量 = 1、2、3、4、5, 表 示 1985 .1986、 
1987、1988、1989 年 。 

状态 变量 5, 表示 上 年 初 卡车 的 车 龄 。 决 策 变 量 zx =0 表示 更 新 , x, = 1 表示 继续 使 用 。 
状态 转移 方程 为 

Siri=zt"S+1 
状态 集合 
{S| = 和 1,2,… ,上 一 1 ,让 十 | 
阶段 指标 (年 收入 ) 
ValSi, zi)= R(x ,S,)-— U(x,S)—(1- xz)C,(S,) 
递 推 方程 为 
eo ;5.)— U(x ,S)— (1 TCS) + f(x,S, +1)| 
x =0,1 
fo(Se)=0,k=5,4,3,2,1 
递 推 过 程 如 表 9.14 一 9.18 所 示 。 
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表 9.14 





Se=rsSs+1 Vs(Ss,xs)}+ folSe) 








20-1~22+0 
.16 一 1 +0 





20—1-24+0 
16 一 2 二 人 0 
20- 上 -25+0 
12=2 





0 20~1-26+0 
1 12-3 





20—-1-29+0 
4—5 


这 9.15 
S$, 4 Ss=xaS4+1 ValS4, Ta) + fslSs) 





18-1—22 
16~! 
































16~1-22 
16-—1 


+35 
+35 





50 


16-1~26 +35 
8-3 + 19 





24 
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甫 9.18 


| Si=z1S1+1 VS zi)+ fu(S2) (Si1) 
—1-25+ 

0 1 14—1—25+50 38 

1 3 10-3+24 


五 年 内 最 优 安排 为 

1985 年 初 5S, =2,z,=0 更 新 ; 

1986 年 初 S$, = 1, z, = 1 继续 使 用 ; 

1987 年 初 5, =2, zi = 1 继续 使 用 ; 

1988 年 初 $, =3,z, = 1 继续 使 用 ; 

1989 年 初 5, =4, zy = 1 继续 使 用 。 
五 年 内 最 大 利润 为 f1(2) = 38。 








» 
Tl 








例 9.7( 可 靠 性 问题 ) 考虑 设计 一 种 有 三 个 主要 元 件 的 电气 设备 。 这 三 个 元 件 是 串联 
的 ,所 以 一 个 元 件 故障 将 使 整个 设备 发 生 障 碍 。 设 备 的 可 靠 性 (不 发 生 故 障 的 概率 ) 可 以 通过 
在 每 个 元 件 上 并 联 ( 备 用 的 ) 元 件 改进 ,每 个 元 件 可 以 由 一 个 、 二 个 或 三 个 元 件 并 联 。 设 计 这 种 
设备 的 总 资金 为 10( 单 位 : 千 元 )。 对 元 件 i(i==1,2,3) 配 备 mm 个 元 件 (xm, =1,2, 约 后 的 可 车 
性 为 R(xm;), 成 本 为 C;(m,), 具 体 数字 由 表 9. 19 给 出 。 试 确定 各 元 件 并 联 的 元 件数 目 ,使 
得 在 不 超过 总 设计 费用 条 件 下 ,使 设备 可 靠 性 最 大 。 
表 9.19 





解 ”设备 总 可 靠 性 尺 = Ri( mi)Ri(m,)R;{ ms), 其 中 R,(m,) 是 第 i 个 元 件 有 m, 个 并 
联 元 件 时 的 可 车 性 。 
阶段 变量 & =1、2、3, 表 示 元 件 号 。 状 态 变量 S, 表示 设计 号 元 件 前 剩 有 的 资金 数 。 决 
策 变量 zx 表示 选择 上 号 元 件 的 并 联 数 。 状 态 转移 方程 为 
Si+t1= 5; — C(x ) 
递 推 方程 为 
fi(Si)}=max{ R(x) fin( Sr)) T=1,2,3 


3 
G(r)ES,- > C(1) 
i 二 入 + 


fatSa)=1 k=3,2,1 
考虑 上 =3 时 ,满足 
人 ws -CD)-C(1) (25,<6) 
C(xs ) 和 5; ,Xi3=1,2,3 
迭代 过 程 如 表 9.20 所 示 。 
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Re) Sy) 











当 名 =2 时 ,满足 
+C,(DES,ES -C1) (SSE) 
C(x )E5, * C;,(1),x,=1,2,3 


迭代 过 程 如 表 9.21 所 示 。 
囊 9.21 


S13= S$;— C(x2) (53) Ra( zx2)*f3(S:) f2(S,) 
下 




















当 训 =1 时 ,满足 
C(xi) 人 ES -Cl(1) -C1)=6 
eat 
迭代 过 程 如 表 9.22 所 示 。 









Ri{x1)' f2{S,) 
0.378 
0.504 
0.441 








最 优 安排 为 
Si=10,z =2 9S;=8,z=1 S;=5,zx3=3 
即 1 号 元 件 并 联 2 个 ,2 导 元 件 并 联 工 个 ,3 号 元 件 并 联 3 个 。 最 优 可 车 性 六 (10) =0.504。 
例 9.8( 背 包 问 题 ) 一 艇 货船 欲 去 装运 N 种 货物 ,第 i 种 货物 的 单位 重量 为 W, ,价值 为 
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V,(i=1,2,…,NN)。 船 的 最 大 装载 重量 是 W。 现 在 要 确定 在 不 超过 船 的 最 大 载重 条 件 下 ,如 
何 装载 这 N 种 货物 ,使 得 船上 货物 的 价值 最 大 。 特 别 考虑 下 面 只 有 三 种 货物 的 特殊 情况 ,并 
假定 W=5, W; 和 V, 数据 由 表 9.23 给 出 。 








解 使 用 动态 规划 求解 。 
阶段 变量 (k==1,2,…, NN) 表示 货号 。 状 态 变 量 S, 表示 装 号 货 前 船 的 剩余 吨位 。 决 
策 变量 zx 表示 装运 号 货物 的 件数 。 决 策 变量 允许 集合 
Dlzi)=10,1,2,.…,[S,/W, 1 


状态 转移 方程 

Sti = Si — zeW, 
阶段 指标 VilS, 9 Tk )= Vx 表示 装 上 号 货 的 价值 。 
递 推 方程 为 


人 Ver 天 (CS — zeW, )| 


frrn(Syr)=0 k=N,N-1,.…,1 
考虑 仅 有 三 种 货物 情况 ， 
外 当 上 =3 时 , 户 (S;)=maxi30zi| ,其 中 ,zaEj10,1,2，…;[S;]|, 如 表 9.24 所 示 ; 
于 9.24 
sy FE 
一 一 
| 





















PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


NY ”决策 技术 213 





Va(S3,T3)= MT3 S4 = 53— xy 








@ 当 k=2 时 ,f.(S,)= max{80z; + 方 (S: -3zx,)| ,其 中 ,zxz,€10,1,2,…,[S,/3]1, 如 
表 9.25 所 示 ; 
琳 9.25 




















@@ 当 k=1 时 ,fi(S1)= max|65z1+ 户 (S -2zi)| 其 中 ,riEj10,12,…,[S,Z2]1 如 
表 9.26 所 示 。 


衷 9.26 












| 
1 3 9 155 
2 1 加 160 
最 优 装 货 方案 : 
Si=S,zl=2 S;=1,x,=0 S,= 1,x3=1 
即 第 一 种 货 装 2 件 , 第 二 种 货 不 装 , 第 三 种 货 装 1 件 , 最 大 价值 为 1(5)=160。 
例 9.9( 静 态 规划 问题 的 动态 规划 解法 ) 线性 规划 与 非 线性 规划 所 研究 的 问题 通常 是 与 
时 间 无 关 的 , 常 称 它们 为 静态 规划 。 对 于 某 些 静态 规划 问题 ,也 可 以 人 为 地 引 人 时 间 因 素 , 把 
它 看 做 是 按 阶 段 进行 的 一 个 动态 规划 问题 ， 这 就 使 得 动态 规划 成 为 求解 一 些 线性 、 非 线性 规划 
的 有 效 方法 。 下 面 分 别 给 出 用 逆序 解法 和 顺序 解法 求解 静态 规划 的 例子 。 
QD 用 逆序 解法 求解 下 列 静态 规划 问题 ，; 
max 之 一 2xz1 十 9zry + 4x3 
全 +zi+z=10 
”0i=12.3 
解 阶段 &=1.2.3。 
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状态 变量 为 S, ,决策 变量 为 z, 。 状 态 转移 
”Si =10,S:=Si- zi 9 =S 一 TS4= Si=0 
阶段 指标 
Vi(z1)=27r!i, V(r)=9r,, Vi(ri)=4zxi 
递 推 方程 
大 (3 一 max Vem) + fn Se) 
{oe 
=3, 求 解 
(5S,) = meg l4zs| 得 


ry =S,,f(S;)=45; 


上 =2, 求 解 
f:(S,)=, mag, 9, +4(S; — zx,)| a +4S,1 
全 2 =5,,f.($,)=95, 

上 =1, 求 解 


fi (5) = mag 12x? +9(S, ~ zx1)| Ee [2z3 —9xr1+ 95,) | 
得 
zi=S1=10,f.(S1)=25? =200 

规划 问题 解 为 S, = 10, zy =10; 5: =0,z; =0;5S,=0,zx? =0。 即 最 优 解 zy =10, zx = 
0,z3 =0, 最 优 值 z* =200。 

@ 用 顺序 解法 求解 下 列 静 态 规 划 问 题 ; 

max z=47xi — zi+2ri+12 
人 +2za + 23 魏 9 
“az0 (i=12,3) 

用 顺序 解法 与 已 知 初始 状态 用 逆序 解法 在 本 质 上 没有 区 别 。 它 相当 于 把 实际 的 起 点 视 为 
终点 ,实际 的 终点 视 为 起 点 ,而 按 逆 推 解法 进行 。 对 于 一 般 的 计算 步骤 ,有 兴趣 的 读者 可 参看 
有 关 文 献 。 以 下 给 出 上 例 的 具体 求解 过 程 。 

解 ” 按 问题 中 变量 的 个 数 分 为 三 个 阶段 。 设 状态 变量 为 So、S1、S;,、S;, 并 记 9 委 9; 取 
zl\zzvz3 为 各 阶段 的 决策 变量 ;各 阶段 指标 消 数 按 加 法 方式 结合 。 令 最 优 值 函 数 天 (5, ) 表 
示 第 阶段 的 结束 状态 为 S ,从 1 阶段 至 & 阶段 的 最 大 值 。 

设 

3rt1=S1,S1+2x2= SS +z=Si<9 
则 有 

TI= SI1[3,0 和 z 魏 S: /0<z 5, 
于 是 用 顺 推 方法 ,从 前 向 后 依次 有 


有 1(S1) = max,(4z?)= 条 5S? 及 最 优 解 zx? = Si /3 
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户 (S)= ma a i+ fi(S)]=, mg -B+$(S: 272) | 
= ma (S, ,2 ) 
dh 14 加 8 
由 gz 一 oO2 5,- 0 , 解 得 元 一 了 7 方 久 yo 
因 该 点 不 在 允许 决策 集合 内 , 故 无 需 判 别 。 因 而 h,(S; ,x;) 的 最 大 值 必 在 两 个 端点 上 选 
取 。 而 


h 2(0) = 可 S3 Sa )= -S244 


所 以 h,(S, ,zz) 的 最 大 值 点 在 zz =0 处 , 故 得 到 亡 (S)= 厅 3 及 相应 的 最 优 解 xz =0。 


又 有 
户 (S3)= RS [2z3+ 12+ 户 (92)] 


一 0 [aa (S3 一 zi) | 
-gh 3( 5; ,73) 
dh 
dzs 


从 = -名 s, -0, 解 得 zx;= 各 Ss。 又 名 一 各 >0, 放 该 点 为 极 小 值 点 。 而 


由 


hs (0) = 全 38+12， h3(S;)=2S3+12 
故 (Ss,z3) 的 最 大 值 点 在 zi = S; 处 。 所 以 得 户 (S:) =2S3 + 12 及 相应 的 最 优 解 zy = 
S;。 
由 于 S; 不 知道 , 故 需 再 对 S; 求 一 次 极 值 , 即 


/3(S) = mex max [2S3 + 12] 


显然 , 当 S;=9 人 所 以 户 (9)=2x 昱 +12=174 为 最 大 值 。 
再 按 计算 的 顺序 反 推算 可 求 得 最 优 解 为 x* =0,x2 =0,z; =9; 最 大 值 为 
max z= f1(9)=174 
现 说 明 以 下 两 点 : 
@ 若 先 作 代 换 , 令 1 一 321 3 42 三 272 »Y3 二 Xo 将 原 问 题 变 为 
max z= -了 了 +21+12 
y+ y+ ye9 
0,y=1,2,3 
再 解 此 问题 ,然后 换 加 x, 也 可 以 ; 


@ 在 计算 h, 和 的 最 大 值 中 , 若 学 习 了 凸 函 数 的 性 质 ,也 可 利用 凸 函 数 的 性 质 来 确定 
最 大 值 。 


从 本 例 可 见 ,一般 而 言 ,当初 始 状态 给 定时 ,用 逆 推 比较 方便 。 当 终止 状态 给 定时 ,用 顺 扒 
比较 方便 。 
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在 实际 中 ,还 会 遇 到 某 些 多 阶段 决策 过 程 。 这 种 过 程 不 像 前 面 所 讨论 的 确定 性 那样 ,状态 
转移 是 完全 确定 的 ,而 是 带 有 随机 性 ,状态 转移 不 能 完全 确定 , 它 是 按 某 种 已 知 的 概率 分 布 取 
值 的 。 具 有 这 种 性 质 的 多 阶段 决策 过 程 就 是 本 书 前 面 所 讲 的 随机 性 决策 过 程 。 这 类 问题 同样 
可 以 用 动态 规划 的 方法 解决 。 下 面 举 两 个 例子 。 

例 9.10( 随 机 采购 问题 ) 某 厂 生产 上 需要 在 近 五 周 内 采购 一 批 原 料 ,而 估计 在 未 来 五 周 
内 价格 有 波动 ,浮动 价格 和 概率 已 测 得 如 表 9. 27 所 示 。 试 求 在 哪 一 周 以 什么 价格 购 入 ,可 使 
采购 价格 的 数学 期 望 值 最 小 ,并 求 出 期 望 值 。 

表 9.27 








解 ”这 里 价格 是 一 个 随机 变量 ,是 按 某 种 已 知 的 概率 分 布 取 值 的 。 用 动态 规划 方法 处 理 ， 
按 采 购 期 限 5 局 分 为 5 个 阶段 ,将 每 周 的 价格 看 做 该 阶段 的 状态 。 现 设 以 下 变量 ; 
类 为 状态 变量 ,表示 第 周 的 实际 价格 ; 
zt 为 决策 变量 ( 当 zx, = 1, 表 示 第 & 周 决 定 采购 , 当 x, =0, 表 示 第 大 周 决定 等 待 ); 
Yr 表示 第 周 决定 等 待 ,而 在 以 后 采取 最 优 决 策 时 采购 价格 的 期 望 值 。 
(yy ) 表 示 第 周 实 际 价格 为 y 时 ,从 第 周至 第 5 局 采取 最 优 决 策 所 得 的 最 小 期 户 
值 ,因而 递 推 关系 为 
hi)=mind ys , yrl (ES,) (9.3) 
fs{ys)= ys (ys€ Ss) 
其 中 S = 1500,600,7001 ,=1,2、3、4.5。 由 ye 和 f(y ) 的 定义 可 知 
ye = Efrri(Yrt)=0.3f11(500) +0,3f.,.(600) +0.4f,,,(700) (9.4) 
并 且 得 出 最 优 决 策 为 
-| (采购 ), 所 (y%)=%, 
10 (等 待 ), 太 (= yw 
基体 计 算 过 程 如 下 : 
k=5 时 ,由 方 (y5) = ys(ysE Ss) 有 f;(500) = 500, f;(600) = 600, 六 (700) = 700。 即 在 
第 5 周 时 , 若 所 需 的 原料 尚未 买 人 , 则 无 论 市 场 价格 如 何 , 都 必须 采购 ,不 能 再 等 。 
=4 时 ,由 式 (9.4) 可 知 
ysE =0.3xXS00+0.3x600+0.4x700=610 


于 是 ,由 式 (9.3) 得 
500, y, = 500 
f(y)= min (ys ,ys = min {ys ,610} = 600, y, =600 
4 EA 
610, y, = 700 


由 式 (9.5) 可 知 ,第 四 周 的 最 优 决策 为 
-1 (采购 ) ,y = 500 或 600 
“10 (等 待 ),y,=700 
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同 理 求 得 
500, = 500 
f(y3)=mind ys , ya! = min! ys ,574| -7 =600 或 700 
. 1,y = 500; 
所 以 a pl 


500, y, = 500 
f(y2) = min!y,, yr| =min|y, ,551.8| | .8,y, =600 或 700 
, 1,»; = 500 
ee -0 =600 或 700 
| 500, y = 500 
hy)= ow jy ， YiE = minf yi ,536.26| 司 =600 或 700 
所 以 
_ f1,y1 =500 
| -| =600 或 700 
由 上 可 知 ,最 优 采 购 策略 为 在 第 一 二 ,三 周 时 ,车 价格 为 500 就 采购 ,否则 应 该 等 待 ;在 第 
四 周 时 ,价格 为 500 或 600 时 应 采购 ,否则 就 等 待 ;在 第 五 局 时 ,无 论 什 么 价格 都 要 采购 。 
依照 上 述 最 优 策略 进行 采购 时 ,价格 (单价 ) 的 数学 期 望 值 为 
500Xx0.3[1+0.7+0.7+0.7 +0.7 x0.4] 
+600x0.3[0.7 +0.4xX0.7F]+700x0.4 x0.7 
= S00 x0.80 106+600x0.14 406+700x0.05 488 
= 525.382:525 
且 0.80 106+0.14 406+0.05 488= 1。 
例 9. 11( 随 机 生产 计划 问题 ) 某 厂 和 公司 订 了 试制 某 种 新 产品 的 合同 。 如 果 三 个 月 生 
产 不 出 一 个 合格 品 , 则 要 罚款 200 元 ,每 次 试制 的 个 数 不 限 ,试制 周期 为 ~- 个 月 ,制造 一 个 产品 
的 成 本 为 100 元 ,每 一 个 试制 品 合格 的 和 概率 为 0.4, 生 产 一 次 的 装配 费 为 200 元 。 问 如 何 安排 
试制 和 每 次 生产 几 个 ,才能 使 期 望 费用 最 小 ? 
解 根据 题 意 ,最 多 能 安排 三 次 生产 ,把 三 次 试制 当做 三 个 阶段 ,每 次 生产 的 个 数 作为 决 
策 变 景 x ,每 次 试制 前 是 否 已 有 合格 品 作为 状态 变量 wx ,有 合格 品 时 记 4 二 0, 无 合格 品 时 记 
wi 三 1。 有 (ui ) 为 第 次 试制 前 的 状态 为 w， 时 ,以 后 均 采取 最 优 策略 时 的 最 低 期 望 成 本 。 为 
简化 数字 , 取 百 元 为 单位 。 
由 假设 , 当 wu =0 时 , 即 已 有 合格 品 , 试 制 已 完成 ,于 是 f.{0) =0, 即 不 生产 也 不 罚款 就 没 
有 费用 。 又 若 三 次 试制 后 无 合格 品 , 则 罚款 200 元, 即 六 (1)=2。 
以 C(zi ) 表 示 生 产 成 本 及 装配 费用 , 则 由 每 次 装配 费 200 元 ,每 件 成 本 100 元 得 
2+z;y 当 zz>0 时 
Cm) -人 当 z =0 时 
由 生产 一 件 得 合格 品 的 概率 为 0.4, 得 木 合格 品 的 概率 为 0， 6, 所 以 生产 zx 件 均 不 合格 的 
概率 应 为 0.6% ,至 少 有 一 件 合格 品 的 概率 为 (1 - 0.64), 这 里 0 2、………。 于 是 递 推 关 
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f(D= min [Cla)+ (1-0.6° )fi,1(0) 1 0.6%*f,11(1)] 
全 min [C(xe) +0.6%f..1(1)] 


ED, 
这 里 D,(1)= 10,1,2,…}。 于 是 当 &=3 时 ,有 
f(D=, Mint Cr) +0.6" x2] 
对 zi 的 不 同 取 值 计算 后 得 如 表 9.28 的 结果 。 
囊 9.28 


C(x3) +20xX0.653 











0 =— 一 mm me— 一 一 
20 15 11.2 9.32 8.59 


表 中 最 后 二 列表 示 不 同 的 ws 所 对 应 的 最 优 期 望 值 及 最 优 决策 。 当 = 2 时 ,有 
f(D)= min [CCzz)+8,56x0.6? ] 
计算 后 可 得 表 9.29 的 结果 。 当 类 = 1 时 ,zu =1 ,同样 有 
f(D=, winvt Cr1) +6.85X0.6°] 
表 9.29 
C(z2)+8,.36X0.63 























以 上 三 个 表 中 ,对 zx 取 较 大 数值 时 的 C(x ) +0.67f11( 卫 之 值 没有 列 出 来 ,但 可 以 证 
明 , 以 后 的 数值 随 z, 的 增 大 而 增 大 ,是 单调 上 升 的 。 

至 此 , 求 得 最 优 策略 是 :第 一 次 生产 2 个 ;如 果 都 不 合格 , 则 第 二 次 生产 3 个 ;如 果 再 都 不 
合格 , 则 第 三 次 生产 5 个 。 这 样 能 使 期 望 费 用 最 小 ,其 期 望 费 用 为 646 元 (近似 值 )。 


习 题 
9.1 设 某 工厂 由 国外 进口 一 部 精密 机 咽 , 由 机 器 制造 厂 至 出 口 港 有 三 个 港口 可 供 选 择 ,而 进口 港 又 有 三 个 可 
供 选 择 ,进口 后 可 经 由 两 个 城市 到 达 目 的 地 ,其 间 的 运输 成 本 如 图 9.4 中 所 标的 数字 , 试 求 运费 最 低 的 路 线 ? 


9.2 有 一 部 货车 每 天 沿 着 公路 给 四 个 零 依 店 印 下 6 箱 货 物 ,如 果 各 零售 店 出 售 该 货物 所 得 利 淘 如 表 
9.31 所 示 , 试 求 在 各 零售 店 印 下 几 箱 货物 ,能 使 获得 总 利 海 最 大 ? 其 值 是 多 少 ? 
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9.3 菜 公 司 有 三 个 工厂 ,它们 都 可 以 考 虚 改 造 扩 建 。 每 个 工厂 都 有 若干 种 方案 可 供 选择 ,各 种 方案 的 投 
资 及 所 能 取得 的 收益 如 表 9. 32 所 示 ( 单 位 : 千 万 元 )。 现 公司 有 资金 5 千 万 元 , 问 应 如 何 分 配 投资 使 公司 的 总 
收益 最 大 ? 
这 9.32 


C( 投 资 ) R( 收 益 ) 





( 注 : 表 中 “一 "表示 无 此 方案 ) 
9.4 菜 工 厂 在 一 年 进行 了 ABC 三 种 新 产品 试制 ,由 于 资金 不 足 , 情 计 在 年 内 这 三 种 新 产品 研制 不 成 
功 的 概率 分 别 为 0.40.0.60.0.80, 因而 都 研制 不 成 功 的 概率 为 0.40x0.60x0.80=0.192。 为 了 促进 三 种 新 
产品 的 研制 ,决定 增 拨 2 万 元 的 研制 费 ,并 要 资金 集中 使 用 ,以 万 元 为 单位 进行 分 配 。 其 增 拨 研 制 费 与 新 产品 
不 成 功 的 概率 如 表 9.33 所 示 。 试 问 如 何 分 配 费用 ,使 这 三 种 新 产品 都 研制 不 成 功 的 概率 为 最 小 。 
表 9.33 
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~ 


9.5 根据 国家 党 要 某 工 ) 交 货 任务 如 表 9.34 所 示 。 表 中 数字 为 月 底 的 交 货 量 ， 该 厂 的 生产 能 力 为 每 
月 400 件 , 该 厂 仓 库 的 存货 能 力 为 300 件 , 已 知 每 100 件 货物 的 牛 产 费 为 10 000 元 ,在 进行 生产 的 月 份 ,工厂 
要 支出 经 常 费 4 000 元 ,仓库 保管 费 为 每 百 件 货物 每 月 1 000 元 。 假 定 开始 时 及 6 月 底 交 货 后 无 存货 。 试 问 
应 在 每 个 月 各 生产 多 少 件 物品 才能 既 满足 交 货 任务 又 使 总 费用 最 少 ? 
9.34 


货物 基 ( 衣 件 ) 1 2 3 2 1 


9.6 某 人 外 出 旅游 , 需 和 将 五 件 物品 装 人 包 训 ,但 包裹 质量 有 限制 ,总 质量 不 超过 13 千克 。 物 品质 量 及 其 
价值 的 关系 如 表 9.35 所 示 。 试 问 如 何 装 这 些 物品 ,使 整个 包 衷 价值 最 大 ? 














表 9.35 








9.7 设 某 企 业 在 今后 5 年 内 需 使 用 一 台 机 器 ,该 种 机 器 的 年 收入 、 年 运行 费 及 每 年 年 初 一 次 性 更 新 费用 
随机 器 的 役 疮 变化 如 表 9. 36 所 示 。 该 企业 现 有 一 台 役 龄 为 1 年 的 旧 机 器 ， 试制 定 最 优 更 新 计划 ,使 在 5 年 内 
的 总 收 人 达到 最 大 (不 计 5 年 期 末 时 机 器 的 残 值 )。 


约 9.36 





9.8 求 下 列 问题 的 最 优 解 
(1)max z= 10x, +22x2 + 17x 
2r1 + 47 +323s20 
0 且 为 整数 (1=1,2,3) 


(2)}max z= x) Trai 





2zl +37r;+ x3+2zx=11 
;之 0 且 为 整数 (i=1,2,3,4) 
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第 10 章 多 目标 决策 


10.1 特 尔 非法 


特 尔 非法 又 称 老 手法 ,是 美国 兰 德 公司 于 1964 年 首先 用 于 决策 领域 的 。 特 尔 非法 是 一 种 
重要 的 多 目标 决策 方法 , 它 突破 了 传统 的 数量 分 析 限 制 ,为 更 合理 地 制定 决策 开阔 了 思路 。 它 
的 主要 优点 是 简明 直观 ,避免 了 专家 会 议 的 许多 弊病 。 例 如 ,第 4 章 讲 述 的 线性 加 权 函 数 的 构 
造 ,关键 就 在 于 确定 各 目标 的 权重 w;。 实 践 中 常 使 用 特 尔 非法 确定 权重 。 本 节 就 以 此 为 例 ， 
介绍 特 尔 菲 法 。 

特 尔 菲 法 是 请 一 批 有 经 验 的 专家 (老手 ) 对 如 何 确定 各 目标 权重 发 表意 见 , 然 后 用 统计 平 
均 方法 估算 出 各 目标 的 权重 值 。 在 此 例 中 ,首先 应 对 各 个 目标 值 户 标准 化 , 即 对 每 一 门 标 事 
先 给 定 一 个 标准 值 ,然后 将 所 有 目标 除 以 相应 的 标准 值 , 即 得 无 量 纲 化 的 目标 值 , 即 

b=£ (=12.,p) 

这 种 方法 的 具体 步骤 如 下 。 

@D 把 较为 详尽 的 背景 资料 发 送 给 选 定 的 x 位 专家 ,请 专家 们 分 别 各 自 独立 估计 各 日 标的 
权重 ,结果 列 人 表 10.1 中 。 


表 10.1 














Mw) = ow, G =1,2,.…,p) 
每 一 位 专家 对 各 目标 权重 估计 值 与 平均 估计 值 的 偏差 
Qi = w, - M(w,) 
信 进 一 步 分 析 计 (w, ) 是 否 合理 ,特别 让 估计 值 偏 差 A, 较 大 的 专家 充分 发 表意 见 ,消除 估 
计 中 的 一 些 误差。 
@ 附 上 进一步 的 补充 资料 后 ,请 各 专家 重新 对 各 目标 权重 值 徐 出 估计 值 w, ,再 一 次 计算 
平均 估计 值 及 方差 


M(w,) = 二 ww (j=1,2,.…,p) 
1 二 | 
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Blw) = ;1 DLw -Mw )F 

重复 上 述 步骤 ,经 过 几 次 反复 后 ,直至 第 步 估计 方差 小 于 或 等 于 预先 给 定 的 标准 s(e >0)。 

@@ 将 第 上 步 得 到 的 平均 估计 值 M{ww,) 及 庐 {w,) 再 送 交 各 位 专家 ,请 他 们 作 最 后 的 判断 ， 
给 出 各 目标 权重 的 最 终 估计 值 w'; (i =1,2,…,n ,j=1,2,…, 户 )。 同 时 还 要 请 每 位 专家 标 出 
各 自 对 所 给 估计 值 的 “信任 度 ”/, (i=1,2,…,n ,j=1,2,…, 轧 ,1 表示 第 i 位 专家 就 第 ; 个 目 
标 权重 估计 值 给 出 的 “信任 度 ")。 信 任 度 表示 专家 对 自己 所 做 估计 的 把 握 程 度 , 且 规 定 信 任 度 
取 值 于 [0,1], 当 专家 有 绝对 把 握 时 ,性 =1; 当 专家 毫 无 把 握 时 ,1, =0; 除 法 上 述 两 种 极端 情形 
外 ,0< 1 <1。 专家 的 信任 度 是 一 个 心理 指标 , 它 取 决 于 专家 对 资料 信息 的 占有 程度 ,取决 于 
专家 的 经 验 与 信念 。 当 一 个 专家 不 占有 充分 的 信息 或 资料 时 ,是 不 大 敢 随 意 地 作出 某 种 判断 
的 。 可见, 在 特 尔 菲 法 中 引信" 信任 度 ”, 可 以 在 一 定 程度 上 降低 专家 评判 的 主观 效应 ,从 而 在 
一 定 程度 上 保证 了 权重 确定 过 程 的 客观 性 。 

@@ 确 定 最 终 的 目标 函数 权重 估计 值 。 令 

MY = {i:ty 宕 4,i=1,2,.…, nl 

其 中 2 是 预先 给 定 的 标准 , 目 0<4<1。 所 以 ,第 j 个 目标 之 权重 的 最 终 估 计 值 
其 中 |Mw? | 表示 集合 MW 中 元 素 的 个 数 。 

这 种 方法 实质 是 先 以 为 尺子 ,将 信任 度 达 不 到 X 的 估计 值 全 部 删除 , 以 余下 估计 值 的 
平均 值 作为 权重 的 最 终 估计 值 ,因此 ,该 方法 有 一 定 的 合理 性 。 

当然 ,各 目标 权重 之 最 终 估计 值 的 确定 也 可 采用 其 他 方法 。 如 果 各 位 专家 有 平等 的 学 术 
地 位 ,不 妨 取 其 最 后 估计 值 的 算术 平均 值 作为 最 终 权重 估计 值 ,否则 ,可 取 其 加 权 算 术 平均 值 。 
限于 简 幅 ,对 此 不 再 乾 述 。 

最 后 ,可 构造 线性 加 权 评 价 函 数 为 


ULF(X)]= Pf,(X) 


10.2 层次 分 析 法 


层次 分 析 法 (Analytic Hierarchy Process, 简 称 AHP) 是 由 美国 匹兹堡 大 学 教授 T.L. Saaty 
在 20 世纪 70 年 代 中 期 提出 的 。 它 的 基本 思想 是 把 一 个 复杂 的 问题 分 解 为 各 个 组 成 因素 ,并 
将 这 些 因素 按 支 配 关系 分 组 ,从 而 形成 一 个 有 序 的 递 阶层 次 结构 。 通过 两 两 比较 的 方式 确定 
层次 中 诸 因 素 的 相对 重要 性 ,然后 综合 人 的 判断 以 确定 决策 诸 因 素 相对 重要 性 的 总 排序 。 层 
次 分 析 法 的 出 现 给 决策 者 解决 那些 难以 定量 描述 的 决策 问题 带 来 了 极 大 方便 ,从 而 使 它 的 应 
用 涉及 广泛 的 科学 和 实际 领域 。 


10.2.1 简单 情形 -一 一 单 层次 模型 
1. 单 层次 模型 结构 
如 图 10. 1 所 示 , 此 模型 由 一 个 目标 C 及 隶属 于 它 的 个 评价 元 素 A, 、…… .A， 和 决策 者 
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人 
一 一 -一 


组 成 。 由 决策 者 在 这 个 目标 总 义 下 对 这 n 个 元 素 进行 评价 ,对 它们 进行 优 劣 排序 并 做 出 相对 
重要 性 的 权衡 ,但 由 于 决策 者 能 力 的 限制 很 难 一 下 子 作出 这 种 判断 ,而 仅仅 对 两 个 元 素 进 行 优 
劣 程度 比较 则 是 完全 可 能 的 - 





2. 思 想 

AHP 方法 的 基本 思想 就 是 将 决策 者 对 这 z 个 元 素 优 劣 的 整体 判断 转变 为 对 这 x 个 元 素 
的 两 两 比较 ,然后 再 转 为 对 这 ?个 元 素 的 整体 优 和 排序 判断 及 确定 各 元 素 的 权重 。 

3. 计 算 步 又 

(1) 构 造 两 两 比较 判断 和 矩 阵 

在 单 层次 结构 模型 中 ,假定 目 慰 元 素 为 Ck , 同 与 之 相连 的 有 关 元 素 A, 、A,、……、A. 有 
支配 关系 。 假 定 以 上 一 层次 某 目标 元 素 Cx 作为 准则 ,通过 向 决策 者 询问 在 原则 C。 下 元 素 
人 对 元 素 4, 的 优 劣 比较 ,构造 一 判断 矩阵 ,其 形式 为 : 








cx | 4 | a 
Al all G12 
人 2 Qa Q22 
及 Qn] Qn? 








其 中 a 表示 对 于 Cx 来 说 , A, 对 A, 相对 重要 性 的 数值 体现 ,通常 < 可 取 1.2.……' 9 以 及 它 
们 的 倒数 作为 标 度 , 含 义 如 表 10.2 所 示 。 
表 10.2 标 度 的 含义 
表示 两 个 元 素 相 比 ,具有 间 样 重要 性 
”到 未 两 个 元 素 相 比 ,一个 元 来 比 男 一 个 元 衣衫 向 重要 
表示 两 个 元 素 相 比 ,一 个 元 素 比 另 一 个 元 素 明显 重要 
表示 两 个 元 素 相 比 ,一 个 元 素 比 另 一 个 元 素 强烈 重要 
。。 表 所 顺 个 元 素 相 比 ,一 个 元 素 比 另 一 个 元 来 极端 重要 
2、4、6.8 为 上 述 相 邻 判断 的 中 值 。 
判断 矩阵 中 的 元 素 具 有 下 述 性 质 :Da >0;@a, = ;@a, =1。 
(2) 计 算 单一 准则 下 元 索 的 相对 重要 性 (层次 单 排序 ) 
这 一 步 要 根据 判断 矩阵 计算 对 于 目标 元 素 而 言 各 元 素 的 相对 重要 性 次 序 的 权 值 。 计 算 判 
断 和 矩阵 4 的 最 大 特征 根 4,,、 和 其 对 应 的 经 归 一 化 后 的 特征 向 量 多 =[z mp 1 
即 首 先 对 于 判断 矩阵 4 求解 最 大 特征 根 问题 | 
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AW= A W 
得 特征 向 量 多 开 将 共 归 一 化 ,将 归 一 化 后 所 得 到 的 特征 向 量 W=[w az … ww] 作 
为 本 层次 元 素 A, 、 和 A;、……、A, 对 于 目标 元 素 C 的 排序 权 值 。 
计算 4 和 W 一 般 采 用 近似 计算 的 方 根 法 ,步骤 如 下 : 


@@ 将 判断 矩阵 4 中 元 素 按 行 相 乘 : 即 由, (7=1,2.…，n); 
@ 计 算 色 和 4, 


图 将 让 归 一 化 得 忆 = 一 一 ,W= [wtw，… ww] 为 所 求 特征 向 量 


eo, 
1=1 


@ 计 算 最 大 特征 根 1 = 阅 “4 ,其 中 (4 到 ) 表示 向 最 AW 的 第 ; 个 元 未 
(3) 单 层次 判断 矩阵 4 的 一 致 性 检验 ， 
在 单 层次 判断 矩阵 4 中 , 当 4 = 时 , 称 判断 短 阵 为 一 致 性 知 阵 。 由 于 客观 事物 的 复杂 


性 和 人们 的 偏爱 不 同 ， 判断 短 阵 很 难 有 严格 的 _ 致 性 ,但 应 该 要 求 有 大 致 的 一 致 性 - 因此 ,在 
得 到 ww 后 ,还 需 对 判断 矩阵 的 一 致 性 进行 检验 - 

进行 一 敏 性 检验 的 步 双 如 下 : 

伸 计 算 … 致 性 指标 

C.I. = 

式 中 4 为 判断 和 矩阵 的 阶 数 。 

名 计算 平均 随机 一 致 性 指标 RR. 了 .是 多 次 重复 进行 随机 判断 俱 阵 特征 值 的 计算 后 到 算术 
平均 数 得 到 的 , 表 10.3 给 出 1 一 15 维 逢 阵 重 复 计 算 1,000 次 的 平均 随机 一 致 性 指标 值 ; 


表 10.3 
二 | | 6 


0 |0.52 10.89 11.1211.26 









， 1 | 15 





一 


-一 -六 一 
1.S6 1.58 | 1, 59 






| 
1.41 | 1.46 | 1.49 1.52 1 1.54 





CR. Pe 
当 C.R.<0.1 时 ,一般 认为 判断 矩阵 的 一 致 性 是 可 以 接受 的 ,否则 应 修改 矩阵 使 之 符合 要 
求 。 
4. 原 理 


将 判断 矩阵 4 的 最 大 特征 根 , 的 特征 向 量 经 归 一 化 后 得 W= [ww， tw，… ww 1， 
将 W 作为 本 层次 元 素 A1、A;、……、A, 的 排序 权重 。 对 于 目标 元 素 Cx 的 排序 权 值 的 诛 理 如 
下 

假定 a 个 物体 归 一 化 后 的 重量 分 别 为 ww, ,ws 、…… .zw ,它们 之 间 两 两 比较 的 相对 重 旦 
可 用 矩阵 表示 为 
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W/W W/W WwW, 
及 = W's 0 wa/ 人 Wa wn 
i : 
[rw /ww Wf we /ts 
若 用 重量 向 量 W= [ee YE 人 Te, 上 右 乘 入 ,得 
tw A Te /Ts si 从 A, tou] | 
Ww /Ww W/o WwW/ | | ws | C2 
AW= | “. . . "| =nW 
| ; 
w/w to/ ww fw Le Tn 
即 得 AW = zy 。 
矩阵 4 具有 以 下 特点 : 


Da;=1 (i=1,…,n); 

Da, =1/a, (i,j=1,2,.,n); 

(Das =ax/an (i,j=1,2,°,n)o 

根据 算 阵 理论 可 以 证 明 ,该 矩阵 一 定 存在 惟一 的 不 为 零 的 最 大 特征 值 4 , 且 4 =n。 

若 更 为 未 知 ,在 给 出 矩阵 4 的 情况 下 ,可 以 通过 求 其 特征 值 .及 相应 特征 向 量 求 出 正 
规 化 的 特征 向 量 W 作为 n 个 对 象 的 权重 。 同 样 , 对 于 复杂 的 社会 经济、 管理 等 问题 ,也 可 以 
通过 建立 层次 分 析 结构 模 开 ,构造 出 相应 的 判断 矩阵 4 ,应 用 上 述 原理 确定 各 种 方案 措施、 
成 果 等 相对 于 总 目标 的 优 劣 性 或 重要 性 的 权重 ,以 供 决策 .评价 等 。 


10.2.2 ”一般 情形 一 一 多 层次 模型 

利用 AHP 求解 一 般 的 多 层次 结构 问题 的 基本 步骤 如 下 。 

1. 建立 递 阶层 次 结构 

首先 对 问题 所 涉及 的 因素 进行 分 类 ,构造 一 个 各 因素 之 问 相互 联结 的 递 阶层 次 结构 模型 。 
处 于 最 上 面 的 层次 一 般 是 问题 的 预定 上 且 标 ,通常 只 有 一 个 元 素 , 中 间 泛 的 元 素 一 般 是 准则 . 子 
准则 ,最 低层 一 般 是 决策 方案 。 一 个 典型 的 层次 结构 如 图 10.2 所 东 . 





目标 层 


准则 层 
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2. 构 造 两 两 比较 判断 矩阵 

按 前 述 方法 构造 各 单 层次 的 两 两 比较 判断 矩阵 。 

3. 计 算 单 一 准则 下 元 素 的 相对 重要 性 { 单 层次 模型 ) 

这 一 步 要 根据 判断 矩阵 计算 对 上 一 层 某 元 素 而 言 本 层次 与 之 有 联系 的 各 元 素 的 相对 重要 
性 次 序 的 权 值 。 即 把 各 判断 矩阵 A 视 为 单 层次 子 模型 , 按 上 述 单 层次 模型 中 的 方法 去 求解 特 
征 根 问题 :AW = 4X, W。 

所 得 特征 向 量 久 经 归 一 化 后 作为 本 层次 元 素 A; 、A，,、……、A, 对 于 上 一 层次 元 素 的 排 
序 权 值 。 

4mm 和 孵 的 计算 方法 前 面 已 述 及 ,在 此 不 再 重复 。 

4. 判 断 矩 阵 的 一 致 性 检验 

在 得 到 和 所 对 应 的 特征 向 量 研 =[z， wz … zj] 后 ,还 需要 检验 各 判断 矩阵 
的 一 致 性 。 进 行 一 致 性 检验 的 步 又 与 单 朗 次 模型 完全 相同 。 

5. 计 算 各 层次 上 元 素 的 组 合 权重 (层次 总 排序 

层次 总 排序 需要 从 上 到 下 逐 朗 进行 。 对 于 最 高 层 , 它 的 层次 单 排序 即 为 总 排序 。 

如 果 上 一 层 所 有 元 素 册 人 0 、A。 的 组 合 权 重 已 知 , 权 值 分 别 为 QQ2 \an ,与 
人 相应 的 本 层 元 素 B、B:、……\B 的 单 排序 结果 为 如 6、……、Bi(i=1,2,…,m)。 车 上 B， 


与 A, 无 联系 时 ,如 =0, 则 本 层次 元 素 的 组 合 权重 可 根据 表 10.4 进行 计算 。 显 然 有 了 6 = 1 。 





























表 10.4 
权重 层次 A Al As | i A 
层次 吾 al a2 rat Wm 
B: b!} 62 | 寺 交 六 村 oT bi I Da a 
1 
Bb; by | 好 B= >a 的 
和 | ba 4 号 也 _ > 
1=1 


6. 评 价 层次 总 排序 计算 结果 的 一 致 性 
为 评价 层次 总 排序 计算 结果 的 一 致 性 ,也 需 计算 与 层次 单 排序 相 类 似 的 检验 量 。 设 C.L 
为 层次 总 排序 一 致 性 指标 ; R. 了 .为 层次 总 排序 随机 一 致 性 指标 。 其 计算 公式 为 


Gl: oy, 
C. 上 .为 A; 相应 的 B 层次 中 判断 和 矩 阵 的 一 致 性 指标 。 
R.I. = YaR.l,, 


R.1.; 为 A 相对 应 的 睛 层 次 中 判断 年 阵 的 随机 _ 臻 性 指标 
并 取 
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当 C.RR.<0.10, 认 为 层次 总 排序 的 结果 具有 满意 的 一 致 性 。 若 不 满足 一 致 性 条 件 , 需 对 
判断 矩阵 进行 调整 。 
AHP 的 最 终结 果 是 得 到 相对 于 总 的 目标 各 决策 方案 的 优先 顺序 权重 ,并 据 此 作出 决策 。 


10.2.3 应 用 


例 10.1 某 厂 有 一 笔 企 业 留 成 利润 要 决定 如 何 使 用 ,根据 各 方 意见 ,提出 的 决策 方案 有 
发 奖金 .扩建 集体 福利 设施 、 建 图 书馆 购买 新 设备 。 在 决策 时 要 考虑 调动 职工 劳动 积极 性 ,所 
高 职工 技术 文化 水 平 . 改 善 职 工 物质 文化 生活 三 方面 , 据 此 构造 各 因素 之 间 相 互联 结 的 层次 结 
构 模 型 如 图 10.3 所 示 。 





目标 层 人 4 


合理 使 用 企业 留 利 x x 万 元 








方案 层 了 





通过 计算 得 判断 矩阵 的 特征 向 量 和 特征 值 分 别 为 
W=[0.105 0.637 0.258]7 
A = 3.308 
对 判断 矩阵 进行 一 致 性 检验 , 即 计算 C.1. 和 C.R.: 
C.I.=0.019 
C.R.=0.033<0.1 
说 明 判 断 和 矩阵 的 一 致 性 可 以 接受 。 
同样 可 以 构造 第 三 层 各 元 素 相对 于 第 二 层 元 素 的 判断 矩阵 : 
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D: Ds w="0.491 0.232 0.092 0.138 0.046]: 





了 al20 
2 5 C.1=0.032 
C.R.=0.028<0.1 
172 
1 3 
123 1 


Ds; WwW=[0.055 0.564 0.118 0.265]' 
1/5 Amx =4.117 

C.T.=0.039 

C.R.=0.042<0.1 





D， WwW=[0.406 0.406 0.094 0.094T 


DBD | 3 4 1 
D, 113 13 1 1 
第 三 层 相对 于 第 一 层 的 权重 通过 第 二 层 相对 二 第 一 层 和 第 三 层 相对 于 第 二 层 的 权重 组 合 


而 得 到 ,计算 结果 如 表 10.5 所 示 。 
水 10.5 


























由 此 得 到 总 权重 向 量 
W=[0.157 0.164 0.393 0.113 0.172]7 
层次 总 排序 一 致 性 指标 ,层次 总 排序 随机 一 致 性 指标 为 
C,1.=0.028, R.1.=0.923, C.R.=0.03<0.10 
计算 结果 表明 ,对 于 合理 使 用 企业 留成 利润 来 说 ,办 业余 技校 是 首选 方案 。 
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10.3 数据 包 络 分 析 法 


数据 包 络 分 析 (Data Envelopment Analysis, 简 记 DEA) 是 著名 运筹 学 家 A., Chames 和 W， 
到 .Cooper 等 以 相对 效率 概念 为 基础 发 展 起 来 的 一 种 新 的 效率 评价 方法 。 自 1978 年 第 一 个 
DEA 模型 一 一 CR 模型 (也 称 CCR 模型 ) 发 表 以 来 ,有 关 的 理论 研究 不 断 深信, 应用 领域 日 益 
广泛 。 事 实证 明 ,DEA 方法 现 已 成 为 管理 科学 、 系 统 工程 决策 分 析 和 评价 技术 等 领域 一 种 重 
要 的 分 析 工 具 和 手段 。 

DEA 是 使 用 数学 规划 模型 比较 决策 单元 间 的 相对 效率 ,对 决策 单元 做 出 评价 的 方法 。 一 
个 决策 单元 (Decision Making Unit, 简 记 DMU) 在 基 种 程度 上 是 一 种 约定 。 它 可 以 是 学 校 . 医 
院 ,法院 ,空军 基地 ,也 可 以 是 银行 或 企业 。 其 特点 是 :每 个 DMU 部 可 以 看 做 是 相同 的 实体 ， 
亦 即 在 某 一 视角 下 ,各 DMU 具有 相同 的 输入 和 输出 。 通 过 对 输入 输出 数据 的 综合 分 析 ,DEA 
可 以 得 出 每 个 DMU 综合 效率 的 数量 指标 , 据 此 将 各 DMU 定 级 排序 ,确定 有 效 的 ( 即 相对 效 
率 最 高 的 )DMU ,并 指出 其 他 DMU 非 有 效 的 原因 和 程度 ,给 主管 部 门 提供 管理 信息 。DEA 还 
能 判断 各 DMU 的 投入 规模 是 否 恰当 ,并 给 出 了 各 DMU 调整 投入 规模 的 正确 方向 和 程度 。 


10.3.1 DEA 的 基本 模型 一 一 CR 模型 


1.CR 模型 的 基本 形式 

现在 介绍 DEA 的 最 基本 模型 一 一 CR 模型 。 假 设 有 x 个 决策 单元 ,每 个 决策 单元 部 有 
m 种 类 型 的 "输入" ,以 及 s 种 类 型 的 “输出 ” ,分别 表示 该 单元 “耗费 的 资源 "和 “工作 的 成 效 ”， 
如 图 10.4 所 示 。 图 中 ,xz, 为 第 ; 个 决策 单元 对 第 i 种 类 型 输入 的 投入 量 ; y, 为 第 ; 个 决策 单 
元 对 第 x 种 类 型 输出 的 产 出 量 ; w 为 对 第 ; 种 类 型 输入 的 一 种 度量 (“ 权 ”);x 为 对 第 ; 种 类 
型 输出 的 一 种 度量 (“ 权 ”)。 而且 zy >0,y, >0,v, 守 0, wu, 这 0(i =1,2,…, mm;r=1,2， 0 
二 1,2,… ,nn)。 丸 及, 均 为 已 知 的 数据 ,可 以 根据 历史 资料 或 预测 得 到 ,vw 及 w, 为 " 权 " 变 














量 。 

i 记 X= [xr, x 1, ,=[y, …,). 则 可 用 (X,Y, ) 表 示 第 j 
个 决策 单元 DMU 。 

对 应 于 权 系 数 w =[w vu=[u … 4.] ,每 个 决策 单元 都 有 相应 的 效率 
评价 指数 
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hh = (j=1,2,.…,n) 
总 可 以 适当 选择 权 系 数 v 和 w ,使 其 满足 hh 所 1(j =1,2,…,n)。 
现在 对 第 j 个 决策 单元 进行 效率 评价 。 简 记 DMU; 为 DMU,,[ 和 %。 YY ] 为 [X。 Yo]， 
有 为 ho,1 拟 jon。 在 各 决策 单元 的 效率 评价 指标 均 不 超过 1 的 条 件 下 ,选择 权 系数 w 及 y ， 
使 ho 最大。 于 是 构成 如 下 的 最 优化 模型 : 


T 
YY. 

下 “二 Vs 

v Xo 





max nn0= 


J 


了 
Y 

s, t. hh =<l (j=1,2,…,n) 
v 大， 


v 0,220 
这 个 原始 规划 模型 是 一 个 分 式 规划 。 利 用 Charnes-Cooper 变换 ,可 以 将 (五 ) 化 为 一 个 等 价 
的 线性 规划 问题 。 令 
t=1/[v Xo],w=tv ,k= iu 
则 原 分 式 规划 转化 为 
max ETY = V 
(Pp, Ht w Xp Y20 (j=1,2,.…,n) 
w' Ko =1 
wy 之 0,4 0 
线性 规划 问题 (P, ) 的 对 侦 规 划 问题 为 (加 入 松弛 向 量 S' 及 S$S- 以 后 ) 
min #8= Vo 
Ss,t, 5” XA+t+S- = 
(D,) 
> YU 一 S =Y 
交 (j=1,2,%,n);§' 0;S >0 
下 面 给 出 CR 模型 下 DEA 的 有 效 定义 。 
定义 10.1 车 线性 规划 问题 (P, ) 的 最 优 解 w 及 ia 满足 Vs = Ar Y=1, 则 称 DMU， 
为 弱 DEA 有 效 。 
定义 10.2 车 线 性 规划 问题 (P; ) 存 在 某 一 最 优 解 w 与 in 满足 V = Mar Yo = 1 并且 
w >0,A >0, 则 称 DMU, 为 DEA 有 效 。 
由 定义 易 知 , 若 DMU, 为 DEA 有 效 ,那么 它 也 是 弱 DEA 有 效 。 对 于 规划 问题 (D, ) 有 如 
下 定理 。 
定理 10.1 (DWDMU, 为 弱 DEA 有 效 的 充 要 条 件 为 规划 问题 (D, ) 的 最 优 值 Vo =1@ 
DMU, 为 DEA 有 效 的 充 要 条 件 为 规划 问题 (D, ) 的 最 优 值 Va = 1 ,并且 它 的 每 个 最 优 解 2 = 
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[A1 本 .SS .9 都 满足 S$ "=S'"=0。 
另外 ,可 以 证 明 , 决 策 单元 的 DEA 有 效 性 等 价 于 下 述 多 目标 规划 问题 的 Pareto 有 效 解 
. min F(X,Y) 
s.t， (X,Y)ETan 
其 上 :下 = [zl Y= Ey P(X,Y)=[X -YY J;Tar= 


1O0, JAYSY ,之 0,j =1,…,n|( 称 为 CCR 模型 的 经 验 生产 可 能 
和 1 7=1 
集 )。 
在 实际 应 用 中 ,各 输入 量 与 输出 量 都 带 有 一 定 的 量 纲 。 在 不 同 的 量 纲 下 ,输入 量 与 输出 量 
的 数值 不 同 ,对 此 有 下 面 定 理 。 
定理 10.2 决策 单元 的 最 优 效 率 评价 指标 Vs 与 输入 量 及 输出 量 的 量 纲 选取 无 关 。 
2. 具 有 非 阿 基 米 德 无 穷 小 量 的 CR 模型 
检验 DMU, 的 DEA 有 效 性 时 ,如 果 利用 上 面 的 线性 规划 问题 (P, ) ,需要 判断 是 否 存在 最 
优 解 w" ae" 满 是 ， 
WwW" >0,u >0, Ve = nM'Yo=1 
如 果 利 用 对 偶 规 划 (Di ) ,需要 判 斯 是 否 其 所 有 最 优 解 4*、S-* ,S69 都 满足 ， 
Vp, = =1,S "=0,S "=0 
无 论 哪 种 方法 都 不 方便 。 为 此 ,Charnes 和 Cooper 等 引进 了 非 阿 大米 德 无 穷 小 量 概念 , 构 
造 了 具有 非 阿 基 米 德 无 穷 小 量 的 CR 模型 来 判定 DMU, 的 有 效 性 。 
在 广义 实数 域内 , 非 阿 基 米 德 无 穷 小 量 。 是 一 个 小 于 任何 正 数 旦 大 于 零 的 "抽象 数 "。 考 
卡带 有 非 阿 基 米 德 无 穷 小 量 s 的 CR 模型 (P, ): 
max 于 Yo= V, 


(Ve) 


(P,.) st, wR-p YO0 (j=1,2,.…,n) 
w!' Xo=1 
w'>ele ]' ,p>ele' 1 
(Pi. ) 的 对 侦 规 划 问 题 为 
min {86-e([e SS +[e']'S$')}= Vo 


SS 
六 1 


A 守 0,j=1,2,… ,nn;5' 守 0;S- 0 
其 中 [e =[1 1 … 1EE,[er=[ 1 … 1]EE。 
利用 此 模型 ,可 以 一 次 判断 出 DMU; 是 DEA 有 效 , 还 是 仅 为 弱 DEA 有 效 ,或 者 是 非 DEA 
有 效 。 实 际 上 有 以 下 定理 。 
定理 10.3 设 。 为 非 阿 基 米 德 无穷 小 量 ,并 且 规 划 问 题 (D,, ) 的 最 优 解 为 4"、S“、S*、 
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9, 则 有 : 
@ 车 9=1, 则 DMU, 为 弱 DEA 有 效 ; 
@@ 营 =1, 并 日 5 +00、 S$”"=0, 则 DMU, 为 DEA 有效。 
在 实际 应 用 中 ,只 要 取 e 足够 小 (例如 取 s 二 “) ,就 可 以 使 用 单纯 形 方法 求解 规划 问题 
(Di,)。 
例 10.2 考虑 下 述 到 个 双 输 人 、 双 输出 的 DMU: 























先 对 DMU, 进行 分 析 ,为 此 建立 如 下 面 双 输 入 的 CCR 模型 : 
min OG-e'(S' +S +S +9S;) 
s.(， 21 +31) +4A3+3,5A TS =20 
3A +) +5.21; +3.51.+S =30 
14 A1+2A,+2.5A43+4.344— SS! =1 
1.211+3.21; +2.81 +2.71 — S; =1.2 
A1 守 0,4, 守 0,4; 守 0,X4 庆 0 
S51 之 0, 5; 之 0, SI 实 0, S17 0 
令 s=10 ,可 求 得 最 优 解 为 
90" =0.608 9,47 =0.294 3,4; =0.0957,S; =1.197 4 
因而 根据 定理 10.3 知 ,DMU, 为 非 DEA 有 效 。 
”类 似 地 ,对 于 DMU; ,DMUs 和 DMU, 可 建立 相应 的 规划 模型 ,并 分 别 求 得 对 应 的 最 优 解 
为 
DMU,:0" =1,)> =1 
DMU;:0° =0.725 8, 7 =0.632 8 =0.287 1,S7* =2.136 5 
DMU,:0 =1,A* =1 
于 是 根据 定理 10.3,DMU, .DMU, 为 DEA 有 效 , 而 DMU, .DMU, 为 非 DEA 有 效 ， 
上 面 从 产 出 不 变 \ 投 入 最 少 "的 角度 介绍 了 基于 输入 的 CCR 模型 ,研究 的 是 DMU, 的 输 
人 和 人 有效 性 。 当 然 , 还 可 从 “投入 不 变 、 产 出 最 大 ”的 角度 出 发 研究 DMU, 的 输出 有 效 性 ,从 而 得 
.到 基于 输出 的 CCR 模型 。 在 这 两 种 模型 中 ， 决策 单元 DEA 有 效 性 的 定义 是 等 价 的 。 基 于 输 





出 的 OCR 模型 为 
fmin wIX = Ve 
(P.) S-t.w 于 - pa 到 00 =1,2,.…,n) 


a Yo=1 
w ele 】 ,Tete 1] 
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和 


max [ate(e 1S +e''S$:)]= Vo, 


st DX +S =X 
(Di 全 


1, 之 0;S' 守 0;S 0 (j=1,2,.…,n) 


10.3.2 DEA 有 效 性 (CR) 的 经 济 含 义 


1. 基 本 概念 

(1) 生 产 可 能 集 

DEA 方法 一 般 都 是 基于 一 定 的 生产 可 能 集 概念 讨论 各 DMU 的 生产 有 效 性 。 

定义 10.3 称 集 工 = (X,Y)| 产 出 Y 能 用 输入 入 生产 出 米 } 为 所 有 可 能 的 生产 活动 构 
成 的 生产 可 能 集 。 

设 某 种 生产 活动 的 投入 量 四 =[z，，… x,]", 产 出 量 Y=[y， y。 … yy,] ,于 是 可 
用 ( 耻 ,Y) 表 示 该 种 生产 活动 。 考 虑 ” 个 决策 单元 ,对 应 的 生产 活动 分 别 是 (和 ,了 )(j = 1,2， 
…,n)。 通 常 称 由 (处 ,Y,)(j =1,2,…,n) 组 成 的 集合 


个 = 并 YY (| 


为 参考 集 。 目 的 是 根据 上 述 参考 集 了 去 估计 生产 可 能 集 了 ,并 确定 酸 些 决策 单元 的 生产 活动 
是 相对 有 效 的 。 

在 CR 模型 中 ,一 般 假设 工 满 足以 下 公理 。 

了 ) 御 性 对 任何 ( 司 , YE 人,( 语 , 光 )E 人 ,对 任何 EL0,1] ,都 有 : 

A(Z,Y)+(l—A)(,Y)= (AX+(1-A),AY+(1~A)YET 

即 阁 分 别 以 关 和 鲜 的 及 1 一 4 倍 之 和 作为 新 的 投入 , 则 可 以 得 到 原 产 出 相同 比例 之 和 的 新 
的 产 出 。 . 

2) 锥 性 对 任何 (不 ,Y)E 全 和 对 任何 实 0, 都 有 (X,Y 了) = (RX,kY)E 开 。 即 车 以 投入 
量 的 & 倍 进行 输入 ,那么 输出 量 为 原来 产 出 的 倍 是 可 能 的 。 

3) 无 效 性 对 任何 ( 忌 ,Y)ET, 都 有 (名 ,Y)ET; 对 任何 语 六 忌 , (和 ,你 )E 了 ,对 任何 多 
即 在 原来 的 基础 上 ,单方 面 增加 投入 或 减少 产 出 总 是 可 能 的 生产 活动 ,也 就 是 说 ,浪费 
是 存在 的 。 

4) 最 小 性 ”生产 可 能 集 工 是 满足 上 述 条 件 1)~3) 的 所 有 集合 的 交集 。 

显然 观察 到 的 经 验 生产 活动 (和 ,了 )ET( = 1,2,…, nn), 在 满足 上 述 条 件 1 一 3) 的 基 
础 上 ,对 于 已 有 的 观测 值 (六, Y,)(; =1,2,…,n), 可 得 生产 可 能 集 


Tor= {(X,Y)Ik* DrX, <¥,k >) Yr Yt,20, Dr =1,k>0 
jl Fi /1 


(f= [1,2,.…,n)! 
若 令 kt, = 入 (j=1,2,…,n), 上 式 变 为 
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中 


下 全 全 区 和 和 
=t 


-1 


心 


由 于 上 述 生产 可 能 集 是 基于 已 有 的 观测 值 (X,Y, ) 
(J 三 1,2,… ,nn) 得 到 的 ,习惯 上 称 Tua 为 决策 单元 的 
经 验 生产 可 能 集 {CCR), 它 为 一 凸 锥 (图 10,5)。 
(2) 生 产 函数 与 规模 收益 
定义 10.4 设 ( 久 ,YF)E€T, 若 不 存在 (六 ,YY )E 
本, 且 了 委 Y , 则 称 (X,Y 了) 为 “技术 有 效 " 生 产 活动 。 
定义 10.5 ”对 生产 可 能 集 下 ,所 有 有 效 生产 活 
动 点 (区, 了) 构成 的 R" 空间 的 超 曲 面 
Y= f(X) 
国 10.5 称 为 生产 函数 。 
显然 ,生产 函数 表示 在 一 定 的 技术 条 件 下 生生 产 处 于 最 理想 状态 时 , 投 人 量 为 义 所 能 获 
得 的 最 大 产 出 量 为 Y。 处 于 生产 函数 上 的 生产 活动 均 为 “技术 有 效 ” 生 产 活动 。 易 知 生 产 函 数 
中 六 为 关于 六 的 增 函 数 。 
在 经 济 生产 活动 分 析 中 ,人 们 还 常常 使 用 规模 收益 的 概念 来 反映 产 出 Y 对 投入 四 的 相对 
不 减 性 程度 ,为 此 ,给 出 如 下 定义 。 
定义 10.6 设 (X,Y)ET, 令 
a(B)Amaxla|(ABX,aY)ET BIl 
四 “人 下 
车 p>1, 称 ( 刁 ,Y) 对 应 的 DMU 为 规模 收益 递增 ;po< 1, 称 为 规模 收益 递减 ; o = 1, 称 为 规模 
收益 不 变 。( 这 里 假设 上 式 极 限 总 是 存在 的 ) 
关于 上 述 规模 收益 的 概念 ,可 以 从 产 出 增 量 的 相对 百 
分 比 与 对 应 投入 增 量 的 相对 下 分 比 的 比值 角度 去 理解 。 
以 单 输入 . 单 输出 情形 为 例 , 设 其 生产 函数 为 图 10.6 中 的 


PBAQ 折线 。 易 知 ,在 BP 线 ,p= 入/ > 1 ,对 应 的 生 








产 活动 为 规模 收益 北 增 ;在 BA 段 ,p= S /ez = 1 ,为 规 


模 收益 不 变 ;而 AQ 自 ,p= 他 / 全 < 1 为 规模 收益 递减。 10.6 


如 果菜 一 牛 产 过 程 (X。, Yo ) 处 于 规模 收益 递增 状态 ,说明 在 %, 的 基础 上 ,适当 增 大 投入 
量 , 可 望 最 大 可 能 产 出 有 相对 更 高 比例 的 增加 ,因而 DMU, 会 有 增加 投 人 的 积极 性 。 反 之 ,从 
理论 上 说 ,DMU, 将 没有 再 增加 投 人 的 积极 性 。 

如 果 对 投入 X。, 当 投入 规模 小 于 X。 时 , 均 为 规模 收益 递增 状态 ,而 当 投入 大 于 X, 时 , 则 
相反 。 换 名 话说 ,就 投 人 规模 而 言 ,无 论 大 于 或 小 于 Xo 部 不 是 最 好 的 , 称 这样 的 DMU, 为 规 
模 收 益 不 变 或 规模 有 效 。 

2.DEA 有 效 性 (CR} 的 经 济 含 义 

检验 DMU, 的 DEA 有效 性 , 即 是 考虑 规划 问题 : 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


K 决策 技术 .35 





min 8 = Vo 


is Xa, ER 
DM 
Dj) YA >Yo 
2=1 


A, 之 0 (j=1,2,.…,n) 
由 于 (Xo, Yo ) 位 于 生产 可 能 集 Tux 内 ,由 


Tom = {(X, Y) > AX XX， Dra 2Y, 4107=1,2,… ,7n)} 


可 以 看 出 ， 规划 问题 (Di ) 致 力 于 在 生产 可 能 集 工 内 ,保持 产 出 Yo 不 变 ,同时 将 投入 量 X, 按 
同一 比例 尽量 减少 。 如 果 X 不 能 按 同 一 比例 减少 , 即 (D, ) 的 最 优 值 vs = 8 =1, 则 表明 
DMU, 是 有 效 的 生产 活动 。 

根据 前 面 DEA 有 效 的 定义 和 生产 活动 技术 有 效 的 定义 可 知 ,DEA 有效 (CR) 的 DMU 必 
是 技术 有 效 DMU。 同 时 ,CR 定义 的 生产 可 能 集 Tom 为 凸 锥 (图 10.5), 可 证 DEA 有 效 的 
DMU; 对 应 的 生产 点 (Xo, Yo ) 必 位 于 此 凸 锥 生产 前 沿 面 O4 上 ,而 OA 对 应 的 各 生产 点 均 是 
规模 有 效 生 产 点 (参见 前 面 规模 收益 不 变 即 规模 有 效 的 定义 及 图 10.6) ,因而 DEA 有 效 的 
DMU 必 规 模 有 效 。 

综 上 所 述 ,DEA 有 效 (CR) 等 价 于 技术 有 效 和 规模 有 效 。 因 此 ,在 (2R 模型 中 ,决策 单元 
的 DEA 有 效 性 是 同时 针对 规模 有 效 性 和 技术 有 效 性 而 言 的 。 

同时 ,由 CR 的 规划 问题 (Di ) 的 最 优 解 可 以 进一步 判断 PMU, 的 规模 收益 状况 。 设 


(D) 具 有 惟一 最 优 解 入 WS.S .可 以 证 明 , 当 沁 和 /01 =1 时 ,DMU, 具有 恰当 的 投入 


规模 , 为 规模 收益 不 变 ; 当 2 /09 <1 时 ,DMU, 为 规模 收益 递增 ; 当 > /89 >1 时 ， 
DMU, 为 规模 收益 递减 。 

例 10.3 ”如何 科学 地 对 普通 中 学 进行 评估 ,这 是 近 几 十 年 一 直 在 研究 的 问题 。 合 理 、 准 
确 的 评估 方法 是 一 种 积极 的 导向 ,有 助 于 端正 教育 思想 ,引导 正确 的 方向 。 特 别 是 义务 教育 阶 
段 , 积 极 推行 综合 素质 教育 ,避免 片面 追求 升学 率 , 尤 为 需要 建立 一 个 科学 .合理 的 评估 方法 与 
模型 。 教 育 评估 和 一 般 企 业 评估 一 样 ,不 能 只 从 “产值 "角度 出 发 ,还 应 该 充分 考虑 “效率 " 角 
度 , 即 应 考虑 其 产 出 与 投入 的 比值 。 下 面 以 某 市 市 区 各 普通 初级 中 学 为 对 象 ,应 用 前 面 所 介绍 
的 DEA 模型 ,对 其 办 学 情况 进行 相对 有 效 性 评价 。 

考虑 到 该 市 各 学 校 所 处 的 经 济 、 社 会 ,文化 环境 ,所 选 决 策 单元 为 该 市 市 区 20 所 普通 中 
学 。 评 估 模 型 所 用 输入 输出 指标 体系 如 下 。 

输出 : Y, 毕业 生 人 数 , 按 90 届 毕 业 人 数 考虑 ; Y, 毕业 生平 均 成 绩 ,以 90 届 毕 业 生 毕业 统 
学 的 人 均 成 绩 计 算 ; Ys 毕业 生 的 身体 素质 ,以 1990 届 毕 业 生 的 体育 达标 率 计算 。 

.输入 :到 表示 师资 力量 ,X， ?zl 十 1.5z; +1.2z;3 + ,其 中 z ,zx,,z; 分 别 为 学 校 在 缩 

的 特级 -级 、 二 级 教师 人 数 ,> 为 其 他 人 数 ;X; 教育 经 费 , 按 1990 年 度 下 拨 教 育 经 费 计 算 ; 
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XX; 表示 仪器 设备 、 图 书 资料 总 额 , 按 截 上 到 1990 年 8 月 普通 初中 所 拥有 仪器 设备 图 书 资料 
总 额 计算 。 


以 上 各 数据 的 统计 与 计算 结果 请 见 表 


DIEI 和 I | 人 | 











20 


利用 CR 模型 ,分 别 对 上 述 各 学 校 (决策 单元 ) 建 立 相应 的 线性 规划 模型 , 求 得 各 中 学 的 






























中 学 名 称 Y3 
市 二 中 1 
市 四 中 1 
市 六 中 1 
市 十 中 1 
市 办 中 1 
市 十 一 中 1 
北 二 中 45 2 1 
北三 34 14.5 0.87 
山 一 中 | 6 | 85 | 
57 6.3 i 
山 四 中 71 12.8 1.7 137 345 0.91 
出 五 中 61 12.7 2.2 145 342 1 
廊 化 中 学 | 6 | 2 | 3.75 | 129 362 0.85 
秦 铁 中 | 8 | 45 | 3.8 8 | 345 1 
皮 附 中 4 | ww | 1.5 128 349 1 
i | | 2 | | 








评价 结果 见 表 10.6。 


中 学 名 称 





市 二 中 
市 舞 中 


表 10.6 
对 应 CR 模型 最 优 解 评价 结论 
8* =1,A =1 DEA 有 效 , 规 模 收益 不 变 


0° =0.742 6,47 =0.438 1,465 =0.561 9, 8; * =1.163 7,S7* = 
0.053,S}* =8.597 3 
9 =0.507 8,4A¢ =0.188,4¢ =0,141,25 =0.715 4, 97" 
9,St" =7.8075 

“=0.743 5,A7 =0.216 9,AF =0.361 1,A” =0.421 9, bE 
Si" =0.294 3,S+" =19.891 5 | 下 DEA 有效 ,规模 收益 不 变 
0° =0.685 4, 47 =0.162 8, A =0.837 2, Sr 


4.777 8, $7 * =95.279 1 


| 非 DEA 有 效 ,规模 收益 不 变 






=0.229 






非 DEA 有 效 ,规模 收益 递减 









=9.031 $,S>” 





非 DEA 有 效 ,规模 收益 不 变 
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续 表 
中 学 名 称 对 应 CR 模型 最 优 解 评价 结论 
9" =0.609 7,47 : 0.394 3,47 =0,261 6,245 =0,344, 
市 十 一 中 Se 非 DRA 有 效 ,规模 收益 不 变 
Si * =5.321 9,S: * =97.9]37 四 
6" =0,621 9,A7 =0.4051,Ag =0.313 4 二 二 0.281 5， 呈 
市 十 二 中 非 DEA 有 效 ,规模 收益 木 袜 
S3' =4.401 9,S} "=80.356 5 : a 
北 二 中 0" =1,4¢ =] DEA 有 效 ,规模 收益 不 变 
北三 中 0*=1,49 =1 DEA 有 效 ,规模 收益 不 变 
0" =0,785,47 = 0.167 8, X48 = 0.734 7,45 =0.097 5, 5S-* = 
山 一 申 | ? 非 DEA 有 效 , 规 模 收益 不 变 
0.346, S+* =7[.1605 
9° =0.778 1,47 =0.009 8,4¢ =0.889 6,4» =0.100 6, 
山 二 中 非 DEA 有 效 ,规模 收益 不 变 
S2 * =1.869 7,S7° =71.456 3 
2 
0° =0.756 6,47 =0.135 4,A8 =0,177 2,45 =0.6673, 
山 三 中 a 非 DEA 有效 ,规模 收益 递增 
95" =4.020 6,5:" =70.858 6 
9" =0,790 2,47 =0.048 9,A¢ =0,861 1, $1 " -12.85) 8,57" = 
山 四 中 非 DEA 有 效 , 规 模 收 益 递 增 
7,161, 97* =54,892 4 
8* =0.691 9,A7 =0).052 4,2A8 =0.469 8,477 =0,.477 8, 
山 五 中 _ 非 DEA 有 效 , 规 模 收益 不 变 
S87" =1.749 5,S}* =53,5206 
0* =0.572,4¢ =0.063 9,45=0.962 4,S; 二 2.034 4、 
睁 化 中 学 非 DEA 有 效 , 规 模 收 益 递减 


素 铁 中 


黄 庄 中 学 


由 表 10.6 知 ,DEA 有 效 的 中 学 有 市 二 中 , 北 二 中 北三 中 、 秦 附中 和 和 农 技 中 ,其 他 






S53" =0.,559 7,S}* =0.168 









B* =0.635 1,Ag =0.892 8,407 =0.107 2, S57 = 1.002 6,St* 
19.820 4,S7 “ =861.1347 

er | 
8 =0.8i1 1,A8 =0.079 9,45 =0.920 1, S53 =1.282 1,S+* 
85.879 2,S7 * =68.353 1 

8" =0.960 6,A7 =0.083 8,417 =1.073, S27 " =1.760 5, 
533 ~3.581 8,S}* =0.1568 














非 DEA 有 效 , 规 模 收益 不 变 










DEA 有 效 ,规模 收益 不 变 
PDEA 有 效 , 规 模 收益 不 变 









非 DEA 有效, 规模 收 痊 不 谈 


非 DEA 有 效 ,规模 收益 递减 


中 学 均 





为 非 DEA 有 效 。 进 一 步 好 ,可 对 各 非 有 效 中 学 进行 DEA 投影 分 析 , 见 表 10.7。 














类 10.7 
决策 单元 评价 指标 原始 指标 数据 
2 
市 六 中 投 由 3 3.57 
市 十 中 投 3 2.75 
产 出 指标 Y: 376 


DEA 相对 有 效 面 “投影 "而 


16.658 7 
.0083 
376.597 3 

1.582 9 
127.807 5 
1.750 3 
395.891 5 
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续 表 


决策 单元 评价 指标 原始 指标 数据 DEA 相对 有 效 面 "投影 面 




















































投入 指标 2 
市 庆 $5774 
投入 指标 Xs 12 1.994 5 
市 十 一 中 
产 出 指标 Y, 300 397.9137 
投入 指标 x 10.3 2.0037 
市 十 二 中 ~ -一 -一 一 一 一 - 
产 出 指标 Y: 323 403.356 5 
二 投 人 指标 bp 2.54 1.6479 
产 出 指标 Y; 356 427.160 5 
痢 志 市 投 人 指标 Xz 6.3 3.032 3 
产 出 指标 Y: 360 431.456 3 
投 人 指标 Xa 7.47 1.631 2 
山 三 中 
产 出 指标 Y; 296 366.858 6 
Re Xi 71 43,244 4 
山 四 中 X, 2.953 6 
产 出 指标 Y> 399.892 4 
投入 指标 XX | 
1 2 7.037 6 
产 出 指标 Y; 395.520 6 
x 10.549 6 
投入 指标 
很 化 中 学 Xa 1,585 3 
产 出 指标 Y3 1.018 
投 人 指标 Xs 1.410 8 
秦 铁 中 Y 118 137.820 4 
产 出 指标 - 
| 7: 345 431.134 7 
到 投入 指标 | Xs 3.42 1.491 9 
黄 庄 中 学 Y 43 | ; 
二 1 128.879 2 
| 356,353 1 
12. 
投入 指标 can 








普通 中 学 相对 有 效 性 的 评价 结果 既 反 映 了 学 校内 部 的 教学 .管理 等 问题 ,同时 也 反映 了 上 
层 管理 部 门 在 进行 办 学 经 费 配置 和 其 他 决策 上 的 问题 。 因 此 对 于 非 DEA 有 效 的 学 校 ,一 方面 
在 现 有 的 办 学 条 件 上 要 努力 工作 提高 教学 质量 、 加 强 教学 管理 ; 男 一 方面 ,上 层 管理 部 门 应 对 
该 学 校 的 办 学 规模 等 进行 适当 的 调整 ,使 该 学 校 成 为 DEA 有 效 。 

例 10.4 〈 某 县 工业 产业 经 济 有 效 性 评价 实例 ) 某 县 的 工业 伴随 改革 开放 的 大 潮 得 到 了 
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较 快 发 展 ,在 全 县 国民 经 济 发 展 中 占有 主要 地 位 。 为 了 进一步 优化 调整 产业 结构 ,依据 该 县 工 
业 的 有 关 统 计数 据 ,应 用 DEA 方法 的 CCR 模型 ,对 该 县 的 工业 经 济 进行 了 相对 有 效 性 评价 。 
该 县 工业 的 产业 结构 及 各 产业 的 序号 如 图 10.7 所 示 。 








某 县 工业 
[ TT 1 TT | 中 
建 食 服 机 纺 治 化 和 车 电 去 其 
材 品 装 械 织 金 学 纸 子 品 他 
10.7 
其 中 ,“ 其 他 ”产业 是 指 该 县 一 些 规模 过 小 的 产业 ,如 木材 加 工 与 家 具 制 造 ,塑料 制品 ,金属 制品 
业 等 的 总 称 。 
投入 \ 产 出 指标 及 其 代表 符号 见 图 10. 8。 
1: 固定 资产 总 额 2 :工业 利税 总 额 
投 人 指标 一 -~ zz :流动 资产 余额 一 ptt mle 
-4: 劳 动力 投入 额 y3; 产 品 ( 或 服务 ) 销售 收入 
10.8 
根据 1996 年 该 县 国民 经 济 统计 资料 汇编 等 资料 ,得 到 的 该 县 1995 年 的 投入 产 出 数据 如 
表 10.8 所 示 。 
产 出 要 素 
序号 - 业 利税 ， 工业 增加 『 产品 销售 
值 总 客 收入 
1 8 483 35 R71 
2 2 218 5714 28 940 
3 8 928 | 32 033 
6 . 1875 3 
7 2 643 11 746 
8 1 677 9 486 
9 1738 | 6326 
10 工艺 品 | 249 2 695 
11 其 他 4 486 8 477 872 1 531 14 049 








采用 CCR 模型 求解 ,得 到 评价 各 产业 相对 有 效 性 的 8 值 及 规模 收益 情况 ,如 表 10.9 所 
不 o 


衷 10.9 


序号 产业 DEA 得 分 (8 值 ) 
0.744t 规 模 效益 递减 ) 
0.934( 需 模 效 益 递 减 ) 


一 


0.731{ 规 模 效 益 递减 ) 
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续 表 
序号 产业 DEA 得 分 (6 值 ) 
4 机 械 0.915( 规 模 效 益 递 碱 ) 
El 纺织 0.565( 规 模 效 益 递 碱 ) 
6 洽 金 1.000 
7 化 学 1.000 
8 0.901( 规 模 效益 递减 ) 
9 电子 0.716( 规 模 效益 遂 增 ) 
10 工艺 品 1.000 


1 row 


由 表 可 以 看 出 ,1995 年 该 县 工业 产业 的 相对 有 效 性 按 DEA 评价 为 有 效 的 产业 有 冶金 ,化 
学 工艺品 和 其 他 , 按 DEA 评价 较 差 的 产业 有 纺织 和 电子 。 这 与 该 县 的 实际 情况 是 相符 的 。 


习 题 
某 公 司 欲 确定 下 一 年 度 广告 宣传 方式 ,宣传 媒介 有 街头 广告 脾 (C\) .报纸 (Cz ) 和 电视 (C; ) 三 种 。 公 司 


选择 宜 传 方式 的 标准 有 观众 (读者 ) 人 数 ( B, ), 宣 传 效 果 ( B: ) 和 广告 费用 ( B; )。 已 知 各 元 素 的 相对 重要 度 如 
下 ; 





要 求 :(1) 建 立 多 级 递 阶 结构 ;(2) 排 列 三 种 宣传 方式 的 优先 顺序 。 
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第 11 章 二 人 有 限 零 和 对 策 


11.1 基本 概念 


11.1.1 对 策 现 象 与 对 策 论 


1. 对 策 和 对 策 论 

在 日 常生 活 中 及 各 种 领域 内 ,经 常 可 以 看 到 一 些 充 满 着 竞争 对抗, 冲突 的 现象 。 对 策 论 
是 研究 上 述 现象 的 数学 理论 与 方法 。 它 是 一 种 理论 模型 ,其 中 包括 参加 者 所 掌握 的 全 部 信息 
及 可 能 采取 的 行动 等 。 

对 策 论 把 各 式 各 样 的 冲突 现象 抽象 成 一 种 数学 模型 ,然后 给 出 分 析 这 些 问题 的 方法 和 解 。 
应 该 说 明 的 是 ,所 谓 解 是 指 对策 中 的 所 有 参加 者 都 按 最 佳 策略 行动 而 得 到 的 结果 。 对 策 论 的 
研究 中 一 般 都 假设 :在 对 策 中 所 有 参加 者 都 是 “完全 理智 "的 ,在 采取 的 策略 上 没有 任何 失误 ， 

2. 对 策 理论 的 历史 

在 人 类 生活 中 到 处 都 存在 着 “冲突 ”, 所 以 人 类 在 处 理 对 策 问题 方面 已 有 一 个 很 长 的 历史 。 
在 我 国 春秋 战国 时 期 成 书 的 “孙子 兵法 "就 是 运用 对 策 知识 于 战争 中 的 经 验 总 结 。 围 棋 也 是 一 
种 对 策 形式 , 它 发 明 于 我 国 股 代 。 自 19 世纪 ,西方 人 开始 把 对 策 知识 应 用 于 经 济 领 域 。 

对 策 作为 一 种 数学 理论 开始 于 1944 年 。 纽 曼 (Neumann) 和 曼 格 斯 特 (Morgenstern) 发 表 
了 题 为 《对 策 论 及 在 经 济 领域 中 的 应 用 》 的 著作 之 后 ,很 快 引起 了 数学 家 ,社会 学 家 和 经 济 学 家 
的 极 大 兴趣 。 对 策 论 之 所 以 能 在 40 年 代 得 到 迅速 发 展 ,主要 原因 是 第 二 次 世界 大 战 中 在 军事 
问题 上 ,人们 总 想 找 到 一 种 对 策 模 型 ,从 而 能 得 到 正确 的 解 。 第 二 次 世界 大 战 结束 后 ,人 们 又 
想到 把 对 策 理论 应 用 到 非 军事 的 各 个 领域 。 特 别 是 20 世纪 90 年 代 以 来 对 策 理论 在 金融 . 管 
理 和 经 济 领域 中 得 到 了 广泛 应 用 。 

3. 对策 问题 举例 

(1) 中 国 的 游戏 一 一 "剪刀 .石头 , 布 ” 

这 在 中 国 的 孩子 中 广泛 流行 。 当 二 个 孩子 在 玩 什么 游戏 之 前 决定 前 后 顺序 时 ,他 们 先 作 
“ 猜 手 ”"。 方 法 是 ;每 个 人 有 布 (五 指 平 伸 )\ 石 头 ( 拳 头 ) 和 剪子 (食指 和 中 指 平 伸 , 其 余 三 指 弯 曲 
收 紧 ) 三 种 手势 , 玩 时 二 个 孩子 独立 地 选择 三 种 手势 中 的 任何 ~- 种 ,然后 向 时 展示 给 对 方 。 决 
定 胜 负 的 规则 是 : 布 胜 石头 ,石头 胜 前 子 ,前 子 胜 布 ， 如 果 二 个 孩子 同时 伸 出 了 相同 的 手势 ,被 
看 成 是 一 次 平局 ,这 需要 继续 猜 ,直至 决 出 胜 负 为 让。 
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(2) 罪 犯 二 难 推 理 

假设 有 二 个 人 被 怀疑 有 抢 坊 犯 罪行 为 而 被 捕 ,并 被 分 别 关 在 二 个 牢房 里 ,互相 不 许 接 触 。 
这 二 个 人 确实 犯 了 抢 动 罪 , 可 这 二 个 人 都 清楚 ,如 果 他 们 都 不 姐 白 ,那么 就 没有 足够 的 证 据 指 
控 他 们 犯罪 ,而 只 能 因 藏 有 枪支 而 被 判 1 年 徒刑 ;如 果 两 个 人 都 坦白 了 , 则 每 个 人 都 判 9 年 徒 
刑 ; 如 果 一 个 坦白 ,而 另 一 个 不 坦白 , 则 坦白 的 被 无 罪 释 放 , 而 不 坦白 的 则 要 判 10 年 徒刑 。 这 
二 个 人 应 该 怎样 做 呢 ? 

(3) 齐 王 赛马 

战国 时 期 , 齐 国 国王 有 一 天 提出 要 与 大 将 军 田 鼠 赛 马 。 田 有 妨 答 应 后 ,双方 约定 : 

QD 每 人 从 上 中 下 三 个 等 级 中 各 出 一 匹 马 , 共 出 三 匹 ; 

@@ 一 共 比 赛 三 次 ,每 一 次 比赛 各 出 一 匹 马 ; 

名 每 区 被 选中 的 马 都 得 参加 比赛 ,而 且 只 能 参加 一 次 ; 

@ 每 次 比赛 后 输 者 要 付 给 胜 者 一 干 金 。 

当时 在 三 个 不 同等 级 中 , 章 王 的 马 要 比 田 鼠 的 强 些 , 看 来 田 尽 要 输 三 于 金 了 ,但 由 于 田鼠 
采用 了 谋士 孙 胺 的 意见 ,最 终 反 败 为 胜 。 谋 土 的 主意 是 : 

全 每 次 比赛 前 先 让 齐 王 说 出 他 要 出 哪 匹 马 ; 

名 让 田鼠 用 下 马 对 齐 王 上 马 ; 

二 用 中 马 对 齐 王 下 马 ; 

@ 用 上 马 对 齐 王 中 马 。 

4. 对策 的 分 类 

对 策 可 分 为 静态 对 策 与 动态 对 策 两 大 类 。 而 静态 对 策 又 可 分 为 二 人 对 策 和 多 人 对 策 二 
种 ,多 人 对 策 又 可 分 为 结盟 对 策 和 不 结盟 对 策 。 此 外 ,根据 策略 集 的 有 限 或 无 限 、 得 失范 数 是 
否 为 零 ,又 可 分 为 种 种 类 型 的 对 策 模型 ,如 图 11.1 所 示 。 





[ 一 一 一 一 
-一 一 -一 


| 让 一 一 
| 直 过 和 对 策 | 
网 11.1 


11.1.2 对策 问 题 的 组 成 
一 般 对 策 问题 中 有 如 下 几 个 基本 要 素 , 即 局 中 人 ,策略 .局势 .得 失 值 。 
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1. 局 中 人 (参加 者 ) | 

对 策 中 有 决策 权 的 参加 者 称 为 局 中 人 。 在 齐 士 赛马 的 例子 中 ,田鼠 是 局 中 人 ,而 孙 腔 不 
是 。 局 中 人 队 理 解 为 个 人 外 ,还 可 理解 为 集体 。 有 时 大 自然 也 可 理解 为 局 中 人 。 为 了 使 于 研 
究 问 题 ,在 对 策 中 些 利益 完全 一 致 的 参加 者 们 可 以 结合 成 为 一 个 联盟 。 他 们 齐心 合力 .相互 
配合 ,统一 行动 , 称 为 结 嚼 的 一 种 形式 。 如 桥牌 游戏 中 ,虽然 有 四 个 人 参加 ,但 只 组 合成 两 个 局 
中 人 。 | 

2. 策 略 与 策略 集合 

一 局 对 策 中 ,把 局 中 人 的 一 个 可 行 的 行动 方案 称 为 他 的 一 个 策略 ,策略 可 以 只 含有 一 步行 
动 方 案 。 在 比较 复杂 的 对 策 中 ,可 以 是 由 自始至终 指导 行动 的 一 系列 步 聚 组 成 ,如 在 齐 王 赛马 
的 例子 中 ,参加 者 双方 的 每 个 策略 中 都 含有 三 个 行动 方案 。 通 常 一 个 局 中 人 有 好 几 个 策略 可 
供 选 择 , 把 局 中 人 的 策略 全 体 叫 策略 集合 。 用 

S= {s,s82,""" ,S| 
表示 局 中 人 甲 的 策略 集合 , s, 为 局 中 人 甲 可 选择 的 策略 。 同 样 用 
D= {tad',d,,…,d, | 

表示 局 中 人 乙 的 策略 集合 ,ad, 为 局 中 人 乙 可 选择 的 策略 。 

3. 局 势 

当 每 个 局 中 人 从 各 自 策略 集合 中 选择 一 策略 而 组 成 的 策略 组 称 为 一 个 局 势 ,用 (* ,qd ) 表 
砂 。 

4. 得 失 值 

得 失 值 是 指 局 中 人 选 定 某 局 势 后 相应 的 收益 值 , 又 称 支付 。 例 如 ,当局 中 人 甲 选 择 ; 策 
略 和 局 中 人 乙 选 由 策略 时 ,局 中 人 甲 的 得 失 值 可 用 Ra(s; ,d ) 表 示 , 局 中 人 乙 的 得 失 值 可 用 
Rz(s,,d, ) 表 示 , 显 然 得 失 值 " 是 局 势 的 函数 。 这 个 得 失 值 既 可 以 是 一 般 意义 下 的 收益 或 损 
失 , 也 可 以 是 局 中 人 对 局 势 的 效用 值 。 


11.2 二 人 有 限 零 和 对 策 的 纯 策 略 对 策 模型 


一 人 有 限 零 和 对 策 的 特点 是 ; 
QD 对 策 中 只 有 两 个 局 中 人 ,双方 的 策略 集 
S=1s,s2. ,8 和 D= {di,d,,…,d, | 

均 是 有 限 集 ; 

久 在 零 和 对 策 中 ,双方 收益 之 和 为 零 , 申 的 收益 就 是 乙 的 损失 , 即 Rmls,,d,)=— Rt{s,, 
di)o 

所 以 ,在 两 人 零 和 对 策 中 ,只 需 分 析 局 中 人 甲 的 得 失 即 可 。 通常 可 以 用 支付 矩阵 A = 
[ce, jw, 表示 ,其 中 必 = Ra (s ,地 )m。 因此 ,二 人 有 限 零 和 对 策 又 称 乍 阵 对 策 。 


11.2.1 纯 策略 对 策 模型 


人 们 称 G=1S,D,A41 为 一 个 纯 策略 对 策 模 卉 ,其 中 S = |。， dc 
dd 分别 为 局 中 人 甲 和 乙 的 策略 集合 ,A = [a ];、;, 为 局 中 人 围 的 支付 矩 阵 。 
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11.2.2 纯 委 上 略 对策 的 解 


1. 纯 策略 分 析 

对 策 中 ,双方 局 中 人 都 将 确定 自己 的 最 佳 策略 ,其 实质 也 是 一 个 决策 过 程 。 因 此 每 个 局 中 
人 同样 首先 得 对 自己 的 各 个 策略 (行动 方案 ) 按 某 准则 作 一 评价 ,只 是 在 对 策 中 要 充分 考虑 对 
方 的 策略 选择 所 造成 的 影响 ,实际 是 一 -种 亮 争 性 决策 。 

局 中 人 甲 认为 当 自己 选择 s, 策略 时 ,对 方 必然 选择 对 自己 最 不 利 的 策略 ,即使 自己 得 失 
值 最 小 的 策略 ,因此 局 中 人 甲 对 每 个 策略 ,的 评价 值 为 f(s, )。 

评价 .. . 
s, —f(s,) 一 minai 

因此 局 中 人 甲 选择 的 策略 模型 为 


5i maxfls ;) = max minga, ;= Vi 


同样 ， 局 中 人 乙 认为 自己 选择 策略 刀 时 ,局 中 人 甲 会 选择 对 乙 最 不 利 的 策略 ,即使 局 中 人 
甲 收益 最 大 的 策略 。 因 此 ,他 对 策略 d, 的 评价 值 g(a ) 为 
a, 过 g(d,)= maxa, 
因此 局 中 人 乙 确 定 策略 的 决策 模型 为 
ad) ™ ming(d,)= min maxa, j= Vi 
2. 纯 策 略 对 策 模型 的 解 
(1) 较 点 与 解 
对 于 一 个 对 策 G= 1S,D,A|。 人 
max mina, = min maxas = 
则 称 局 扫 s ,Gd ) 为 对 策 G 的 一 a 为 甲 的 最 优 纯 策略 ,d* 为 乙 的 最 优 纯 策略 。V 
,， 为 对策 G 之 值 , (sy ,qd ) 为 对 策 的 一 个 解 ,此 时 称 对 策 G 有 解 。 
ee G ,很 容易 证 明 下 述 定 理 。 
定理 11.1 对 于 纯 策略 对 策 CG=1S,D,A4}; ,总 有 
min TaX Qi max minas 
显然 ， 对 局 中 和 人 甲 而 言 ,不 管 乙 采 用 什么 策略 ， 他 至 少 能 得 到 的 得 失 值 为 V, = max min 
4, ;而 对 局 中 人 乙 而 言 ,他 能 保证 在 任何 情况 下 ， 甲 的 得 失 值 不 会 超过 Yu = min maxai 一 般 
称 V 与 Vu 为 对 策 的 下 、 上 限 值 ,而 在 对 策 中 ,= Vu 时 ,此 对 策 有 一 一 个 迟 点 ， 或 你 对 策 有 
解 。 
例 11.1 设 一 对 策 G=15,D, 4&1, 其 中 S=451,32,s31,D= 1d,,d;,d;i, 其 支付 矩阵 


“fF3 1 2 

| 6 0 | 

[-s -1 4 

问 : 双 方 局 中 人 采用 何 策略 最 佳 。 
解 可 用 下 述 表 格 表示 上 人 述 寻 找 最 优 纯 策 略 的 过 程 ， 


为 
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1 VL 三 tnax min an 二 | 


| 6 QE 研 3 | = 河 Vo “mmm ar™ 






gd)) =max ay 


因为 Vi = Vi=1, 显 然 此 对 策 有 解 , 户 势 (s1 ,qd,) 构 成 一 个 鞍点 ,局 中 人 甲 的 最 优 策略 为 ;， ， 
局 中 人 乙 的 最 优 策略 为 4; ,对 策 值 V = 1。 

(2) 多 鞍点 与 无 鞍点 对 策 

对 于 一 个 纯 策 略 G ,并 非 一 定 只 存在 惟一 鞍点 。 从 下 面 二 例 可 发 现 ,对 于 一 个 对 策 有 可 
能 有 多 个 鞍点 (多 个 解 ) ,或 者 根本 不 存在 鞍点 , 即 无 纯 策 略 解 的 情况 。 

例 11.2 设 有 一 矩阵 对 策 为 





6 56 5 
A=l!1 42 
| 
26 2 
求 它 的 解 。 





V= min maxa, = max mina, =$ ， 
对 策 有 解 ， 解 值 V = 5 ,但 局 势 (s1,d))、 《std (sda) (sql) 均 构成 鞍点 。 此 对 策 有 多 
个 解 。 
例 11.3 和 抢 阵 对 策 支 付 和 矩阵 


4-[ -4 | 


VL 二 max minas =max{0, -4| =0 
Wi = min maxas =min|1,31=1 
ViL< Vu, 则 对 策 无 鞍点 , 即 无 解 。 
(3) 优 超 原 理 
对 于 一 个 对 策 G= 1S,D,A|, 对 s, ES 至 少 存在 一 个 策略 ;, E S ,满足 
day (j=1,.,n) 
称 % 为 局 中 人 甲 的 一 个 劣 策略 。 因 为 在 任何 情况 下 ,策略 s, 都 优 于 策略 5, , 则 在 对 策 分 析 中 
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可 不 考虑 w% , 且 可 从 策略 集 S 中 取消 它 。 同 时 ,可 在 支付 矩阵 A 中 删 去 第 行 支付 值 。 同样 
对 局 中 人 乙 也 如 此 。 若 策略 a, 与 必 满足 
aaa; (= 上 
认为 策略 4, 优 于 dd ,可 从 DD 中 删 去 心 ,并 从 4 矩阵 中 删 去 第 & 列 支 付 值 。 用 此 方法 来 降低 
支付 矩阵 的 维 数 ,从 而 简化 问题 , 称 此 为 优 超 原理 。 
例 11.4 利用 优 超 原 理 求解 下 列 对 策 。 


di dd: ds 
$1 0 2 1 
52 | 2 2 3 
1 3 3 
解 首先 利用 优 超 原理 将 上 述 和 矩阵 对 策 降 维 


di di ds di ea 


0 2 1 
2 2 3| sa a 223 | da 32| 2 2 | = 
1 3 Sa 1 33 $3 1 3 ] 


其 中 的 符号 ~ 表示 优 于 。 对 于 A ,max minai = min maxa, =2, 即 对 策 解 或 鞍 AL ) ,对 
策 的 值 为 2。 


11.3 二 人 有 限 零 和 对 策 的 混合 策略 对 策 模型 





$3 








11.3.1 混合 策略 对 策 的 基本 概念 

企 一 局 纯 策略 和 矩阵 对 策 中 没有 鞍点 ,或 者 对 策 要 进行 多 次 时 , 任 一 方 坚持 采用 一 种 固定 的 
策略 是 不 明智 的 ,如 同 在 上 节 所 述 的 中 国 儿 童 的 对 策 游戏 “ 猜 手 "。 如 果 进 行 多 次 , 哪 一 个 孩子 
也 不 会 只 出 一 种 手势 ,而 是 有 时 出 “前 子 ", 有 了 时 出 “ 布 ", 有 时 出 “石头 ”。 所 以 对 无 鞍点 对 策 
(天 Vu) 的 求解 方法 是 采用 混合 策略 。 混 合 策略 就 是 局 中 人 考虑 以 某 种 概率 分 布 来 选择 他 
的 各 个 策略 。 

一 个 纯 策略 对 策 G=(S,D,A4),S=151, ss,… ,sl ,DD= |di,d;,…,qd, | 分 别 为 局 中 人 
甲乙 的 一 个 策略 集合 ,A = [ai ],,, ,为 得 失 和 矩阵 。 

1. 混 合 策略 


m 维 概率 向 量 x=[z， xz … rr， 人 =1z,>00=1,2,…，,zt) 称 为 局 中 人 甲 
的 一 个 混合 策略 , 即 局 中 人 甲 选择 策略 ;， 的 概率 为 二 。 n 维 概率 向 量 y=[y， 六 
We ,Dy -1,y20 (j=1,…,n) 称 为 乙 的 一 个 混合 策略 。 局 中 人 乙 选 择 策略 d, 的 概率 
为 y (j=1,2 ZN) 


2. 混 合 策略 集合 
人 们 称 集合 
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到 1 
S* 上 上 一 |>= [ri 工 2 ee Tm | = 1 0| 为 甲 的 混合 策略 集合 
-1l 


D*= |>= [3 "| yy = 1,y >0| 为 乙 的 混合 策略 集合 
3. 混 合 局 势 
当局 中 人 有 甲 选择 混合 策略 x、 乙 选择 混合 策略 y 时 , 称 (x ,y) 为 -个 混合 局 热 ， 
4. 收 益 期 望 值 
对 于 一 个 混合 局 势 (x,y) ,用 


E(x, -Dahey)= x!'Ay 
到 局 中 用 在 全 局 扫 (x) 时 的 权 人 
5. 混 合 策略 对 策 模型 
对 于 一 个 纯 策略 对 策 G=(S,D,A4), 用 G* =(S* ,D" , 玉 ) 表 示 一 个 与 之 相应 的 混合 策 
略 撼 阵 对 策 ,也 称 G 的 一 个 混合 扩充 。 


11.3.2 混合 策略 对 策 的 解 


1. 温 合 策略 分 析 
混合 策略 对 策 G” =(S* ,D" ,EE) 仍 然 是 一 个 竞争 性 决策 问题 、 局 中 人 在 选择 混合 策略 
时 ,也 首先 得 对 其 各 混合 策略 进行 评价 ， 在 评价 时 应 考虑 对 方 可 能 采用 的 混合 策略 。 
局 中 人 甲 选 择 混合 策略 x 时 ， 认为 乙 必 采用 使 中 期 望 收益 最 小 的 混合 策略 y. ,所 以 局 中 
人 甲 对 其 混合 策略 的 评价 函数 为 
f(x)= min(x,3)= mi min x Ay 
f(x)=minE(x, y)= E(x, y.) 
局 中 人 甲 的 策略 决策 模型 为 
mes fx)= Wes i RS y)=E(x’ sy, )—x” 
同样， 局 中 人 乙 荐 呆 用 混合 策略 y。 认为 甲 必 采 用 使 甲 期 望 收益 最 大 的 混合 策略 ,所 以 局 


中 人 乙 对 其 混合 策略 的 评价 函数 为 
g(y)= max E(x,y)= maxx TAy 


g(y)= re 了 ) = Elx,,y) 
局 中 人 乙 的 策略 决策 模型 为 
a i mr El 3)=E(x, ,yy )—y’ 
容易 证 明 下 列 定理 。 
定理 11.2 设 G'=(S*,D" ,FE) 是 混合 策略 对 策 ， 那么 必 有 
E(x," ,y 7 min max E(x,y) max min E(x,y)= =E(x’ yy) 
SED rEs yED 
证 明 因为 
FUz) 和 ECxr,y)Sg(y) 
minE(x, YEE(x,y)CmaxE(x,y) 
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所 以 
(YY ,yy.* )=maxf(x) Eming(y)= Ex, ,3 ) 
2. 混 合 策略 对 策 的 解 
如 果 混 合 策略 对 策 G" 一 (S“ ,D ,E) 满 足 
E(x ,多 )= max min E(x,y)= min max E(x, y)=E(x," ,yy ) 
x€S' ED rED" zxES” 
根据 定理 11.2, 必 有 
Elx’ ,y* )=E(x' ,yy )=E(x," ,y") 
则 称 混合 局 势 (x ” ,》 ) 为 G* 的 一 个 鞍点 。x" 为 甲 的 最 优 混合 策略 , 7 为 乙 的 最 优 混合 策 
略 ,V =E(x”,y“ ) 为 混合 策略 对 策 G ”的 值 ,(x ,y' ) 为 G* 的 一 个 解 。 
3. 混 合 策略 对 策 的 线性 规划 解法 
对 于 混合 策略 对 策 G* = (S* ,D* ,下 ) ,局 中 人 甲 是 通过 模型 
E(x’ ,zu )= max min E(x,y) 


ES yeED” 
确定 x*=[x? zy … rs] 而 其 中 min E(x， y= min D1(D 19y7, ) 2， 全 
yED” 1=1 i- 
Va, = 
这 1 
则 上 式 化 为 
min E(x, y)= min Db = 
yED” 了 二 
显然 访 疡 xz =1)2,… le =ming,o 
上 述 求解 x* 问题 相当 于 下 列 线性 规划 问题 ; 
max u 
a, ru (j=1,2, ,ni=1,. ,mm) 
St ~ - (11.1) 
31 
4zi 0， 
x=[1 0 … 0] 光一 mina, 显 然 是 此 线性 规划 问题 的 一 个 可 行 解 。 同样 对 局 中 人 乙 
确定 》 的 模型 
E(x,* ,y “ )= min maxE(x, yy =[y y2 y* 
yED” xES’ 
可 转换 为 求解 下 列 线性 规划 问题 : 
min wv 


上 人 一 122 ) 
1=1 


hy y= {11.2) 
1=1 





Vy, 之 0 
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同样 y=[1 0 … 01' ,二 = maxay 为 此 问题 的 可 行 解 。 
不 失 一 般 性 ,假设 得 失 和 矩阵 4 = [a, ]。x, 中 ai >0, 和 否则 可 取 一 充分 大 的 正 数 M >0, 使 得 
ca 六 由 MO (i=1,2,.,m;j=1,2,,7) 
并 构成 新 的 得 失 抢 阵 
4 二 [as lnxn 
和 纯 策 略 矩 阵 对 策 
G1=(S,D,A’) 
对 于 G=(S,D,A4) 和 Gi=(S,DD,A') 及 对 应 的 混合 策略 对 策 G* = (S' ,D' ,EE) 和 
G? =(S* ,D* ,E'), 考 虚 它 们 的 期 望 收 益 函 数 E(x,y) 和 E(x,y), 有 
E(x,y)= 2 Dy a ytiy, 省 2 (a, + M)ziy, 


ii j=1 it j=1 


1 QTiy +M" ,27 5%, 


i=1 7=1 


ll 
i 


=E(x,y) +M 
由 此 可 得 以 下 定理 , 
定理 11.3 若 G 有 解 (x” ,y" ), 则 GY 也 有 和 解 (x” ,六 ), 目 对 策 值 相差 M, 即 Vi = V+ M。 
在 a; >0 的 假定 条 件 下 ,对 于 线性 规划 (11.1) 有 一 可 行 解 
T=[1 0 … 0]',z = minas >0 
所 以 , 必 有 z >0。 同 样 , 对 线性 规划 式 (11.2) 的 可 行 解 中 , 必 满足 
vtminay >0 


对 这 样 两 个 线性 规划 问题 , 令 


i 总 二 Bs 
T= (i=1,2,…, 黄 );y 庆 迷 (7=1,2,.…,n) 


有 
3 ri 
二 

可 将 上 述 琴 规划 转化 为 下 述 形式 , 


min 记 二 二 让 交 计生: 十 工 


Dasril (f=1,2,.",n) 
S.t. d=] 


xi0 (i=1,2,.…,7m) 
max z= yit yd "+y, 


| (i=1,2,.…,m) 
s.t. J=] 


y,20 (j=1,2,.…,n) 
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显然 有 
1 


一 Ce 态 ” ee 


mnmax 二 yD 0 7 ) 
而 此 两 线性 规划 问题 是 互 为 对 偶 的 ， w" 二 zx” , 则 有 
max minE(x, 7)= min maxE(x, y)=E(x",y") 
(x” :yy .为 的 一 个 解 。 
4. 泥 合 策略 答 阵 对 策 解 的 存在 性 
使 用 线性 规划 方法 求解 G* = (S* ,了 , 玉 ) 时 ,由 上 述 分 析 得 出 下 面 的 结论 。 
定理 11.4 对 于 G" =(S* ,D’ ,E), 必 存在 最 优 解 (x ,y" ) ,满足 
E(x" ,7 )=max minE(x,y)=min maxE(x,y) 
例 11.5 求解 下 列 混合 策略 矩阵 对 策 G* =(S*' ,D* ,EE), 其 中 
S={s1,32,531;D= {di ,dsl 


1 -1 
站 = 一 1 :| 
0 1 


解 令 


3 1 
“tua + 


确定 甲 的 最 优 混合 策 路 ,求解 下 述 线性 规划 


min w=7zI + r+ ry 


= + zy 十 223 之 1 
S.t 


a 
人 
Tv 


TI +47r +37z3 之 1 


之 0,7 =1,2,3 
使 用 单纯 形 法 ,得 x =[ 计 0 子 ] ,w" = 子 ,同时 也 可 得 其 对 偶 问 题解 :y = [2 二] ， 
要 
由 于 x' = 了 x* ,y=y" ,可 得 最 优 策略 
时。 杂 
-上 
例 11.6 设 
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试 求解 G*=(S',D'" ,A),。 
解 ” 先 用 优 超 原理 降低 4 的 维 数 ; 


di dy ds 
0 2 di d2 
4= ~ 2 2| 一 ~ 5 2 2 |=A 
二 1 $3 1 3 
53 1 3 3 


化 为 G'=(S’,D',A'), 其 中 S' =1s,,s31,D = {di ,ds|。 现 求解 G* =(S’*,D”* ,EE’)。 
求 乙方 最 优 策略 y” , 即 求 解 线性 规划 问题 ; 
max 又 二 yt+ 3 
31+27 入] 
+ yl 


JP0 (j=1,2) 
v_Fr ， ,T_Tl1 21 。 3 
最 优 解 y =[y y:]】 = 5 | ye = 词 , 其 对 偶 解 为 


区 = EE 


最 优 策略 x = 一 [xxz 





G'* 解 值 w= 学。 


5. 当 矩阵 为 2x2 阶 时 解 的 公式 
当局 中 人 甲 的 支付 短 阵 A 为 2x2 的 简单 情形 时 , 若 鞍 点 不 存在 , 则 容易 得 出 下 面 的 解 的 





公式 。 
， 1 己 本 d-e 0 三 二 I 
记 4=| | 区 (zx ET 
d-b a-¢ 1] ad-t 
Py rp | (11.3) 


例 11.7 求解 矩阵 对 策 G= (S,D,4), 其 中 A=| 


解 由 (1. 3) 式 , x* = [庆生 和 7 二 352] = [二 二] ,y= 


| 273 _ 3] = [二 中 。_ 1X2-3x4 10 5 
Li-3-4+2 1I-3-4+2 |4 4 2 三 3534427 4 2° 


习 是 
11.1 甲乙 两 个 企业 生产 同一 种 电子 产品 ,两 个 企业 都 想 通过 改革 管理 获取 更 多 的 市 场 销售 份额 。 时 


企业 的 策略 措施 有 :中 降低 产品 价格 ;四 提高 产品 质量 ,延长 保修 年 限 ;@ 推 出 新 产品 。 乙 企业 考虑 的 措施 有 ， 
QD 增加 广告 费用 ;@@ 增 设 维修 网 点 ,扩大 维修 服务 ;@ 改 进 产 品 性 能 。 假 定 市 场 容量 一 定 ,由 于 各 自 采取 的 策 
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略 措施 不 辣 ,通过 预测 ,今后 两 个 企业 的 市 场 占有 份额 变动 情况 如 表 11.1 所 示 ( 正 和 值 为 申 企业 增加 的 市 场 点 
有 份额 , 负 值 为 甲 企 业 减 少 的 市 场 占有 份额 ), 试 通过 对 策 分 析 , 确 定 两 个 企业 各 自 的 最 优 策略 。 
表 11.1 











11.2 有 A\B 两 家 生产 小 型 电子 计算 器 的 工厂 ,其 中 A 厂 研 制 出 一 种 新 型 袖珍 计算 器 。 为 推出 这 种 新 
产品 加 强 与 BB 厂 竞 争 ,考虑 了 三 个 竞争 对 策 ; 中 将 新 产品 全 面 投 人 生产 ;@@ 缕 续 生 产 现 有 产品 ,新 产品 小 批量 
试 产 试销 ;@ 维 持原 状 ,新 产品 只 生产 样品 征求 意见 。B 厂 了 解 到 A 厂 有 新 产品 情况 下 也 考虑 了 三 个 策略 : 吕 
加 速 研制 新 计算 器 ;@ 对 现 有 计算 器 革新 ;@@ 改 进 产品 外 观 和 包装 。 由 于 受 市 场 预测 能 力 限 制 , 表 11.2 只 表 
上 明 双 方 对 策 结果 的 大 致 的 定性 分 析 资 料 ( 对 A 厂 而 言 ): 

若 用 打分 办 法 ,一般 记 0 分 , 较 好 记 1 分 ,好 记 2 分 ,很 好 记 3 分 , 较 差 记 - 工分 , 差 记 - 2 分 ,很 差 记 _ 3 
分 , 试 通过 对 策 分 析 ,确定 A.B 两 厂 各 应 采取 哪 一 种 策略 。 

囊 11.2 











11.3 已 知 矩阵 对 策 


4 0 0 
06 0 


的 解 为 x" =[6/13 3/13 4713] ,7 =[6/13 4/13 3713]' ,对 策 值 为 24713。 求 下 列 矩阵 对 策 的 解 ,其 


支付 矩阵 4 分 别 为 
6 2 2 -2 -2 2 
ls 2 ‘| o| 6 -2 加 
[> 8 2 -2 4 -2 


11.4 用 线性 规划 方法 求解 下 面 的 矩阵 对 策 , 其 中 4 为 


2 4 0 
ol 6 9 oh 3 | 
4 1 2 1 
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第 12 章 二 人 有 限 非 零 和 对 策 


在 二 人 有 限 零 和 对 策 中 ,由 于 两 个 局 中 人 甲 和 乙 的 得 与 失 之 和 恰 为 零 , 故 在 对 问题 的 一 般 
描述 时 只 需 考虑 甲 的 支付 生 阵 4。 因 此 ,二 人 有 限 零 和 对 策 又 称 为 矩阵 对策。 而 在 二 人 的 得 
与 失 之 和 一 般 不 为 零 的 非 零 和 情形 ,对 问题 的 一 般 描 述 就 必须 同时 考虑 甲 的 支付 矩阵 A 和 和 乙 
的 支付 矩阵 B, 因 此 ,二 人 有 限 非 零 和 对 策 又 称 为 双 和 矩阵 对 策 。 

双 短 阵 对 策 记 为 G=(S,D,(A,B)), 其 中 S= 1s1,…,s,| 为 局 中 人 甲 的 策略 集 ,DD = 
12 dat 为 局 中 人 乙 的 策略 集 ,4 = [ai jx,。 和 B=[6;],x, 分 别 为 甲 和 乙 的 支付 矩阵 , a， 
和 上 分 别 表示 四 和 乙 的 相应 于 w 和 dd; 的 赢得 。 

显然 , 当 4 + 了 =0 时 , 双 矩 阵 对 策 即 化 为 矩阵 对 策 。 

在 矩阵 对 策 中 ,由 于 甲 的 得 就 是 乙 的 失 , 二 人 之 间 没 有 共同 利益 , 故 二 人 是 处 于 完全 竞争 
的 非 合作 状态 。 但 在 双 和 矩阵 对 策 中 ,由 于 甲 的 得 并 不 一 定 等 于 乙 的 失 , 二 人 可 以 同时 得 , 故 二 
人 之 间 有 可 能 合作 ,从 而 得 到 更 多 的 利益 。 

双 和 矩阵 对 策 的 求解 一 般 要 比 和 矩阵 对 策 复杂 得 多 。 本 章 主 要 介绍 比较 简单 的 2x2 阶 和 矩阵 
的 情形 。 


12.1 非 合作 的 二 人 有 限 非 零 和 对 策 





12.1.1 解 的 概念 和 存在 性 定理 
与 矩阵 对 策 的 情形 类 似 , 双 和 矩阵 对 策 一 般 也 要 在 混合 策略 意义 下 求解 。 仍 记 S* = |x = 


[zl x] x; 守 0, > 和 D' =|y=[y, … 了 | >>0, > y=1| 分 别 为 局 
中 人 甲 和 乙 的 混合 策略 集 ， 
定义 12.1 设立 ES" ,六 和 GD ,车 对 任何 x€ES' 和 任何 y€ED* ,有 
TS Ay” 
x "TBy<Cr TBy 


则 称 (x" ,六 ) 为 双 和 矩阵 对 策 G 的 平衡 局 势 。 

上 述 定 义 给 出 了 双 和 矩阵 对 策 的 一 种 最 常用 的 解 的 概念 ,平衡 局 势 (x* ,y" ) 就 是 G 的 解 ， 
它 相 应 的 二 局 中 人 的 期 望 收益 (x "TAy" ,x '" By" ) 就 是 G 的 值 , 记 为 (U' ,V' )。 显 然 , 当 4 
+ 如 = 人 时 ,平衡 局 势 的 定义 就 化 为 矩阵 对 策 在 混合 策略 意义 下 的 解 的 定义 了 。 纳 什 1Nash) 
证 明了 平衡 局 势 的 存在 性 定理 。 

定理 12.1 任何 双 和 矩阵 对 策 至 少 存在 一 个 平衡 局 势 。 

还 可 证 明 下 面 的 结论 。 

定理 12.2 《x” ,y” ) 为 双 和 矩阵 对 策 G 的 一 个 平衡 局 势 的 充 要 条 件 是 存在 数 p*" 和 gq" 使 
Lx”y” pp” gq" 1] 是 下 述 规划 问题 的 一 个 解 : 

max(x Ay+x'By-p—g) 
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Ay<pE, 

x' BoE, 
‘Eix=E'y=1 

Y220,7y20 
其 中 五 , 和 五 。 是 分 量 均 为 1 的 n 维和 m 维 向 量 。 

定理 12.2 说明, 求解 双 和 矩阵 对 策 的 问题 可 以 转化 为 求解 一 个 数学 规划 问题 。 但 由 于 这 是 

一 个 非 线 性 规划 ,一般 来 说 求解 比较 复杂 。 不 过 当 和 矩阵 4 和 BB 均 为 2x2 阶 时 ,可 以 利用 较 简 
单 的 方法 求解 。 


12.1.2 2Xx2 双 矩阵 对 策 的 解法 


当 和 矩阵 4 和 B 均 为 2x2 阶 时 ,相应 的 双 和 矩阵 对 策 可 表示 为 
乙 
31 1—yi 
1 Po 
1 一 zi :Ca ,bn) (an ,0b») 


若 (x" ,y" ) 是 均衡 局 势 , 由 定义 12.1,x 和? 应 分 别 是 x Ay "在 S' 上 和 x*'By 在 D* 上 
的 极 大 点 。 而 
Ql | 


x Ay’ =[z ral | "| 
221 42- {tl-y, 


=[(au am -ant+aw)y? 一 (az 一 ai)]zi+az+(aa 一 ca) 


| 0<a<1,0<%<D) 


Al=al1 ~- an — a 十 G22 
4 一 az 一 612 


旭 使 x 4》 达 极 大 的 zx? 应 满足 


0， 当 Aly? -42<0 
omen 当 4y -A,=0 (12.1) 
1, 当 Aly! ~ A,>0 
wTBy el | 的 | Y1 | 
ba za 1 一 3 
3 [C6 -62 一 bat br} zi 了 (622 一 22)] yi + b+ (bi 下 B22 ) zt 
记 
号 一 Di 一 2 ~ b+ by 
B; = 6b» — ba 
则 使 x* "By 达 极 大 的 y? 应 满足 
0， 当 Blz? -B,<0 
% ee 当 Bizr ~B,=0 (12.2) 
1 ， - 当 Bizr -B,>0 
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根据 式 (12.1) 和 式 (12.2), 可 在 以 zl: 和 yt 为 模 、 纵 轴 的 坐标 系 中 确定 出 对 于 局 中 人 甲 
来 说 可 能 成 为 平衡 局 势 的 点 (不 妨 称 为 甲 的 解 )(zr ,yt) 的 轨迹 和 对 于 局 中 人 乙 来 说 可 能 成为 
平衡 局 势 的 点 {不 妨 称 为 乙 的 解 )(z, ,yi ) 的 轨迹 。 二 轨迹 的 公共 点 即 (zy ,yr ) ,由 此 便 可 得 
到 平衡 局 势 (z”,y”)。 将 这 一 分 析 的 结果 各 分 为 9 种 情形 ( 即 A, 和 A,、B, 和 B; 取 各 种 符 


号 时 的 9 种 条 件 ) 列 于 表 12.1 和 表 12.2。 
表 12.1 


条 件 序号 条 件 解 图 示 





Al = 0<z1 
(0 y) SE1) 


一 
pe 
\ 
书 

[=—] Ld 

kal 


~ 
Ss 


六 1 二 0 Tz1=0 
(0<y SL) 





ca 
人 
Vv 
> 
| 
es 


| 
| 


Ne 


41=0 Xx1=1 
A<0 (0<y 1) 


Ly 


2 


A1>0 ZX1=1(0<y 1) 
A,=0 YL =0(0<r (1) 


FF 


二 
5 


By 








z1=0(0< yl 所 1) 
i 己 (0 zr |) 





ba 
> “省 
~ ~- 
1 入 
一 大 用 一， 
| 
Ry 


rr 





ri=o(osm< 乍 ) 


3 


A 
Ji = 下 (<m<l) 


o | 
re 
入 


mL( 生 <wsl) 


A 
Tl -0 全 <y<1) 


忆 
记 


A 
yl = 天 (0 和 ms1) 


za=i(osy< 息 ) 


- 
2 
和 人 
一 生计 一 

— 
一 
Ey 





8 及 0 Zzx1=1 1 
42<0 (0<y <1) 
1 0 1 ] 
| 31 
9 | Ai<TD zi1=0 
| A2>0 (Gy 1) 
0 1 工 ] 
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表 12.2 





解 





Bi=0 0< yl 
(Er) 



















B=0 3y1=0 
B;>0 (0< zl1) 

















=0 1=1 1 
B,<0 {0 rE ) 
了 

5 Bi>0 31=100<zxi 委 1) 

B2=0 xz1=0(0< yl) 
4 Bi1<0 y=00<r 1) 

B;=0 zi1=0M(0<y 1) 

yi (oem) 

& B,>0 

B,>0 二 可 B01) 
Bi<0 

B,<0 A 
8 Bi1>0 3 三 1 

Baz<0 (DO<szi 和 1) 
9 Bl < yi1 二 和 

B, >0 (0 zl) 


总 结 2x2 阶 双 和 矩阵 对 策 的 求解 步骤 如 下 : 


QD 由 甜 阵 
0 


Ad2 &y 
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1 


“过 


| 一 
| 

Rh 

ne 


心 
号 


一】 一 
| 
9 


= = 

= 
上 
a 


~ 


| 
志 


这 


各 


客 Le 心 上 
| | 
上 划 
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计算 


Al=ay dp aatan,A= a ~ a 
号 =B -bba t+ by, B= 6 bn 

@ 根 据 A, 和 B.(i=1,2) 的 符号 ,由 表 12.1 和 表 12.2 得 到 局 中 人 甲 和 乙 的 解 ,其 公共 点 
即 对 策 的 解 。 

例 12.1( 夫 妇 之 争 ) 夫妇 俩 商量 晚上 到 哪儿 去 消 址 。 丈 夫 喜 欢 去 看 足球 比赛 ,而 妻子 喜 
欢 去 看 芭 芝 舞 表演 ,夫妇 二 人 都 希望 二 人 同 往 。 

解 ” 现 将 该 问题 归 为 一 个 双 矩 阵 对 策 。 记 丈夫 为 局 中 人 甲 ,其 策略 为 s, (看 芭 蒿 )、s;( 看 
足球 ) ,相应 混合 策略 (zi ,T- zi ); 妻 子 为 局 中 人 乙 ,其 策略 为 di (看 芭 莹 ) .da; (看 足球 ) ,相应 
混合 策略 (yl :1 ~ yi )o 设 其 得 失 和 矩阵 为 

忆 
[ww | 
(0,0) (4,1) 
矩阵 中 位 于 第 i 行 ; 列 的 括号 即 (a ,5; ) , 则 


Be 


A 
=1-0-0+4=5,A,=4-0=4, 完 = 了 
Bi=4-0-0+1=5,B,=1-0= 1 一季 2: 
丈夫 的 解 ( 图 12.1) 为 4 
5 
z1=0,0<y 雪人 
5 0 二 1 
zi=1, $< <l 图 12.1 
Ji 二 5,0<rsl 
yi 妻子 的 解 ( 图 12.2) 为 
1 y=0,0<zi<< 寺 
NE 0<y<1,z1= 吝 
3 1 
图 12.2 y=1,5<7Sl 


由 解 的 图 示 易 儿 , 公 共 点 有 三 人 :A(0,0),B( 计 ,所 ),C01,D), 如 图 12.3 所 示 。 


人 点 相应 于 平衡 局 势 (x* ,y* )=([0 1] ,[0 1 ), 即 二 人 同 去 看 足球 ,相应 的 得 失 什 
(U,V')=(x"'Ay" ,x'"By" )=(4,1), 丈 夫 得 到 最 大 的 满足 。 


B 点 相应 于 平衡 局 势 (x* ,y* ) = (| 计生 ],[ 乞 十 ] ), 相 应 的 得 失 值 (U,V ) = 
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C 低 了 。 
C 点 相应 于 平衡 局 势 (z” ,y" )=((1,0), (1,0)), 即 二 人 
同 去 看 芭 蓄 ,相应 得 失 值 ( U* , V* ) = (1,4) ,妻子 得 到 最 大 的 
满足 。 
人 由 此 例 可 以 看 到 , 双 和 矩阵 对 策 的 不 同 的 解 可 以 对 应 于 不 同 
的 值 ,这 一 点 是 与 矩阵 对 策 不 同 的 。 
图 12.3 例 12.2( 办 犯 两 难 推理 ) ”两 名 囚犯 因 涉嫌 抢劫 被 捕 。 警 
方 因 证 据 不 足 先 将 二 人 分 关 二 宁 ,并 宣布 :车 二 人 均 不 坦白 , 则 只 能 因 藏 有 枪支 而 被 判刑 1 年 ; 
若 有 一 人 坦白 而 另 一 人 不 坦白 , 则 坦白 者 无 罪 释 放 , 不 坦白 者 被 判刑 10 年 ; 若 二 人 都 坦白 了 ， 
则 同 判刑 9 年 。 此 二 人 确 系 抢 动 犯 。 请 分 析 他 们 的 决 择 。 
解 ” 将 此 问题 看 做 如 下 的 双 和 矩阵 对 策 问 题 . 
过 犯 己 
明白 不 坦白 
坦白 「(=-9,-9) (0, -10) 
| 





1 
5 


不 坦白 
双方 的 矩阵 


交际 同上 三 机 | 网 


-0 =1 0 一 下 1 
Bi= -9-(~10)-0+(—-1)=0,B,= ~-1-0= -1 0 I 


办 犯 甲 的 解 (如 图 12.4) 
y1 Xi=1,0<y1 


1 囚犯 乙 的 解 (如 图 12. 5) 
i= 1 0<z 委 | 
0 1 公共 点 为 (zx，,y, ) = (1,1), 相 应 的 均衡 局 势 为 (x* ,y* ) = ((1,0), (1, 


ee 0)), 即 二 人 都 坦白 ,得 失 值 (U* ,y* ) = (- 9, -9), 即 二 人 均 被 判刑 9 
人 年 


试想 ,如 果 二 囚犯 之 问 允许 通话 ,那么 结果 将 会 怎样 呢 ? 
12.2 合作 的 二 人 有 限 非 零 和 对 策 


前 面 已 经 指出 ,在 非 零 和 对 策 中 ,二 肩 中 人 有 可 能 进行 合作 ,共同 控制 对 策 的 进程 ,分 享 共 
同 利益 。 以 例 12.1 的 夫妇 之 争 问 题 为 例 ,如 果 人 允许 合作 , 则 二 人 显然 不 会 考虑 得 失 值 为 (0,0) 
的 策略 ,而 是 协商 怎样 在 得 失 值 (1 ,4) 和 (4,1) 中 进行 权衡 ,也 可 以 说 以 多 大 的 概率 a 选取 (1， 
4) 而 以 概率 (1- wa) 选取 (4,1) ,从 而 得 到 期 望 得 失 值 
a(1,4) + (1- a)(4,1) 
这 时 的 对 策 问题 称 做 采用 联合 随机 策略 的 合作 双抢 阵 对 策 。 
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在 非 合 作 的 情形 ,丈夫 的 期 望 得 失 值 表达 式 为 


ps 1-z]| | Yi 


0 4J1 一 yi 
妻子 的 期 望 得 失 值 表 达 式 为 
_ 4 0 3 
Vee-all, > 
当 zl 和 > 各 自在 [0,1] 上 变动 时 , U 一 V 平 面 上 的 点 (U,V) vy 
构成 非 合作 对 策 的 “可 行 收益 "区 域 ,如 图 12.6 中 阴影 部 分 所 +| “7 
示 。 





] -sz 一 4y 一 4y1 二 +44 


| -sz -zy+1 


而 在 合作 的 情形 ,使 用 联合 随机 策略 ,以 概率 a 选取 (1,4)， 村 

以 概率 (1- ac) 选取 (4,1) ,所 得 的 得 失 值 a(1,4) + (1 一 a)(4,1) 

表示 连接 (1,4) 和 (4,1) 的 线段 ,这 说 明 合作 时 的 可 行 得 失 域 要 

比 非 合作 时 的 大 。 如 果 以 概率 o ,ay ,ai(e +w + a4=1) 分 别 图 12.6 

选取 (1,4)、(4,1) 和 (0,0), 风 得 失 值 cl(1,4) + ez (4,1) + as(0,0) 将 充满 以 三 点 为 顶点 的 三 
角形 ,如 图 12.7 所 示 。 


为 了 得 到 最 大 的 收益 ,显然 应 当 在 线段 AB 上 选取 最 优 的 

4| 分 (U,V)。 因 为 4AB 上 的 点 (U,V) 均 满足 : 找 不 到 可 行 得 失 域 中 
的 点 (U,V ), 使 U 守 U, 且 VV' 守 V,AB 上 的 点 称 为 是 帕 累 托 
{Pareto) 最 优 的 。 


B 


一 般 地 ,如 果 在 域 中 不 存在 (U,V') 关 (U,V), 使 U 实 
4 U U,V 之 V, 称 合作 双 和 矩阵 对 策 可 行 得 失 域 中 的 点 ( U,V) 是 Pa- 
图 12.7 reto 最 优 的 。 
同时 ,考虑 到 合作 时 的 收益 不 能 低 于 不 合作 时 的 最 低 收益 ， 
通常 取 ( Uo , Vi ) 作 为 基点 ,其 中 


Uo= max minx' Ay 
ES yCED7 


Vo= max minx' By 


7ED* AES 
(U, ; Vo ) 称 为 合作 双 和 矩阵 对 策 的 安全 点 。 称 满足 [之 Uo, 且 V 之 Vo 的 Pareto 最 优点 ( U, 
V) 的 全 体 为 Nash 谈判 集 。 
对 于 2x2 阶 双 和 矩阵 对 策 ,安全 点 可 由 式 (11.3) 计 算 。 只 是 注意 在 计算 V， 时 要 将 矩阵 进 
行 转 置 。 如 本 例 中 ， 
_1x4-0x0 
W010T0r4 
_4x1-0x0 
Vo 40-0+I 
易 见 ,Nash 谈判 集 即 线段 AB ,最 优 得 失 值 (U” ,V' ) 将 在 AB 中 产生 。 这 样 得 到 的 (U*， 
V  ) 称 为 Nash 谈判 解 。 下 面 给 出 求 Nash 谈判 解 的 步骤 ， 
QD 求 安全 点 (UU, V0); 


@ 求 可 行 得 失 值 区 域 ,对 于 2x2 阶 双 矩阵 对 策 , 即 以 (a, ,By ) (i 二 1、2,j 二 1,2) 为 顶点 的 


= 
5 
二 
5 
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四 边 形 ; 

@@ 求 出 Pareto 最 优点 的 区 域 ,在 2x2 阶 情形 一 般 位 于 右上 方 边 界 ; 

多 求 出 Nash 谈判 集 ; 

在 Nash 谈判 集中 求 AU,V)=(U 一 UD(V ~ Vo) 的 最 大 点 (UU" ,V*), 即 Nash 谈 
判 解 。 

求 Nash 谈判 解 的 过 程 很 像 一 个 双方 谈判 协商 的 过 程 , 称 为 Nash 谈判 过 程 。 

例 12.3( 合 作 的 夫妇 之 争 ) 已 经 求 得 Nash 谈判 集 为 线段 AB ,如 图 12.8, 过 A、B 的 直 


线 表 达 式 为 
V-4_U-1 
-4 4 
县 
v V=~U+5 
Aero 
(| 
= 一 下 +5U- 关 





〈《E” ,YY ”) 妇 Nash 谈判 解 。 


例 12.4 求 双 和 矩阵 
乙 
[a2 (4,5)] 
(7,1) (3,0) 
对 策 的 Nash 谈判 解 。 
1 4] [2 1 
解 矩阵 A= | a BT= [; 0] 
1xX3—-4xX7 2x0-1x5 
UT- -1 二 


安全 点 为 (Du, Vo) = (3 计 ,1 寺 )。Nash 谈判 集 为 如 
5 


4 
图 12.9 中 的 线段 4E。 


即 





PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


V 对策 分 析 技 术 261 





3 ,1 
U=6 客 ' 即 点 为 ( 16? 1 寺 】， 在 4<US6 i6 上 求 


Ar 由 


4 ， 109 
=(U- :a 了 i 交 】 
4 ,2 3489 ，2725 


3 252 4 
的 最 大 点 , 令 六 LU)= 0,U" = :5 汪 ~5.2, 由 于 广 (U7 )= -对 <0, 故 U"' =5.2 是 极 大 点 。 
相应 的 V' =3.4,(U” ,V" )=(5.2,3.4) 是 Nash 谈判 解 。 
习 题 
12.1 对 于 下 面 的 双 和 矩阵 对 策 问题 ,分 别 对 非 合作 与 合作 (用 Nash 谈判 过 程 ) 两 种 情形 求解 。 
wo) bp Sd ( 由、 | 


(0,0) (3,1)1" 1(5,9) (20,5) 
12.2 求 例 12.2 中 的 囚犯 两 难 推理 问题 的 Nash 谈判 解 。 
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第 13 章 


13.1 基本 概念 


13.1.1 排队 系统 的 组 成 


排队 系统 分 析 


排队 是 在 日 常生 活 中 经 常 遇 到 的 现象 。 如 到 商 
店 买 东西 ,到 医院 看 病 , 均 是 顾客 希望 得 到 某 种 服 


二 。 务 ,而 当 某 时 刻 要 求 服务 的 顾客 数量 超过 服务 机 构 





: 服 
旺 ! ; 
Himmel 
源 | : 构 | 

13.1 









到 达 的 顾客 
1 .不 能 运转 的 机 器 













的 容量 时 , 便 出 现 排队 现象 . 这 时 ,排队 等 待 的 顾客 


与 服务 机 构 便 构成 一 个 排队 系统 ,如 图 13.1 所 示 。 
现实 世界 中 存在 着 形形色色 的 排队 系统 ,如 表 13.1 
所 示 。 

表 13.1 


修理 技 J 






2. 和 修理 技工 发 放 零 件 的 管理 员 
3. 病 人 医生 

4. 电 话 有 妊 唤 交换 台 

3. 文稿 打字 员 

6. 录 入 计算 机 中 的 文件 打印 机 

7. 提 货 单 仓库 管理 员 

8. 到 达 机 场 上 空 的 飞机 跑道 指挥 机 构 
9. 驶 人 港口 的 货船 码头 (泊位 ) 

10. 进 入 水 库 的 上 游 河水 放水 ,调整 水 位 水 闻 管 理 员 

11 .来 到 路 口 的 汽车 通过 路 口 交通 警 或 红绿灯 
12. 来 到 车 站 的 习 容 乘 车 公交 车 管理 员 








13. 进入 餐馆 的 顾客 





就 餐 






餐 位 的 服务 员 





如 果 服 务 设施 过 少 或 服务 效率 太 低 , 便 会 加 剧 拥挤 ,排队 成 龙 。 但 增加 服务 设施 便 会 增加 
服务 成 本 或 造成 系统 空闲 ,而 有 些 服务 设施 如 机 场 跑道 .港口 泊位 等 一 旦 建成 就 不 易 改 动 。 因 
此 ,有 必要 对 排队 系统 的 结构 和 运行 规律 加 以 研究 ,为 排队 系统 的 设计 和 调控 提供 依据 。 

排队 系统 的 基本 组 成 部 分 主要 有 输入 过 程 .排队 规则 、 服 务 机 构 。 
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1. 输 入 过 程 
输入 过 程 是 指 顾客 到 达 排 队 系 统 的 过 程 ,对 此 我 们 主要 讨论 两 方面 内 容 : 
中 顾客 源 , 即 顾客 总 体 的 数量 ,可 以 是 有 限 的 ,也 可 以 是 无 限 的 ,河流 上 游 进 入 水 库 的 水 量 
可 以 认为 是 无 限 的 ,车 间 内 停机 待 修 的 机 器 显然 是 有 限 的 ; 
@ 顾 客 到 达 的 规律 ,主要 指 顾客 到 达 系 统 的 时 间 间 隔 的 分 布 ,其 类 型 可 以 是 确定 的 ,如 自 
动 生产 线 上 待 装配 的 部 件 便 是 按 定 长 时 间 间 隔 到 达 装 配点 ,但 更 多 的 情形 是 随机 的 。 
我 们 主要 讨论 到 达 间 隔 服 从 负 指 数 分 布 的 类 型 。 
2. 排 队 规则 
排队 规则 是 指 顾客 到 达 系 统 后 排队 等 候 服务 的 方式 和 规则 。 可 分 为 三 种 类 型 。 
(1) 损 失 制 
指 顾客 到 达 系 统 时 , 若 所 有 服务 设施 均 被 占用 , 则 顾客 自动 离 去 ,不 再 回来 。 如 电话 系统 ， 
当 电 话 呼唤 遇 到 占线 则 会 挂机 离 去 。 这 实际 上 是 一 种 不 允许 排队 的 规则 ,系统 将 “损失 ” 掉 许 
多 顾客 。 
(2) 等 待 制 
指 顾客 到 达 系 统 时 , 若 所 有 服务 设施 均 被 占用 , 则 留 下 来 排队 等 待 ,直至 被 服务 完毕 后 离 
去 。 等 待 制 的 排队 规则 又 可 按 顾客 被 服务 的 次 序 分 为 以 下 几 种 。 
1) 先 到 先 服务 (FCFS) ” 即 按 到 达 次 序 接 受 服 务 ,这 是 最 通常 的 情形 。 
2) 后 到 先 服务 (LCFS) 即 后 来 的 反而 先 被 服务 。 如 乘 用 电梯 的 顾客 常 是 后 人 的 先 出 , 仓 
库 中 存放 的 厚 钢板 也 是 如 此 。 在 情报 系统 中 ,最 后 到 达 的 信息 往往 是 最 有 价值 的 , 常 首 先 加 以 
分 析 和 利用 。 
3) 具 有 优先 权 的 服务 (PS) 即 服务 机 构 根 据 顾客 的 优先 权 进 行 服务 ,优先 权 高 的 顾客 先 
接受 服务 。 如 医院 对 于 病情 危重 的 患者 将 给 予 优先 治疗 。 
本 书 主要 讨论 先 到 先 服务 的 最 一 般 情 形 。 
(3) 混 合 制 
这 是 损失 制 和 等 待 制 的 混合 。 这 种 排队 规则 既 人 允许 排 队 又 不 允许 队列 无 限 长 , 主要 包括 
系统 容量 有 限制 和 等 待 时 间 有 限制 两 种 情况 。 系 统 容量 有 限制 是 指 系统 中 只 能 容纳 或 服务 
六 个 顾客 ,那么 第 N 个 及 其 以 前 到 达 的 顾客 是 等 待 制 ,而 第 N+ 1 个 及 以 后 到 达 的 顾客 便 是 
损失 制 。 等 待 时 间 有 限制 是 指 顾客 在 系统 中 的 等 待 时 间 不 能 超过 某 一 固定 长 度 工 。 当 等 符 
时 间 超 过 耳 时 ,顾客 自动 离 去 。 如 易 损 电 子 元 件 的 有 效 期 为 了 , 若 此 在 库存 待 用 工 时 间 后 仍 
未 被 使 用 , 便 失效 不 再 会 被 使 用 。 
3. 服 务 机 构 
对 服务 机 构 的 研究 内 容 主 要 有 服务 设施 ( 称 为 服务 台 ) 的 数量 和 服务 的 规律 。 
(1) 服 务 台 数量 
服务 台 的 数量 C 可 分 为 等 于 1 和 大 于 1 两 种 情形 。C =1 表示 服务 机 构 中 只 有 单个 服务 
设施 ,每 次 只 能 为 1 个 顾客 提供 服务 ;C >1 表示 服务 机 构 中 有 多 个 服务 设施 ,可 同时 为 C 个 
顾客 提供 服务 。 对 于 多 个 服务 台 的 系统 ,服务 台 的 排列 方式 可 以 是 平行 并 列 也 可 以 是 依次 串 
列 ,顾客 的 队列 形式 也 可 以 是 单 队 或 并 列 多 队 。 
(2) 服 务 规律 
这 主要 指 服务 台 对 顾客 的 服务 时 间 的 分 布 。 与 到 达 时 间 的 分 布 一 样 ,服务 时 间 可 以 是 确 
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定 的 ,如 汽车 自动 冲洗 机 的 冲洗 时 间 为 定 长 ,但 更 多 的 情形 是 随机 的 。 本 书 主要 讨论 服务 时 间 
服从 负 指 数 分 布 的 情形 。 


13.1.2 排队 模型 的 表示 


根据 输入 过 程 , 排 队 规则 和 服务 机 构 的 不 同情 况 对 排队 系统 进行 描述 和 分 类 ,可 以 给 出 很 
多 排队 模型 。 为 了 方便 对 众多 模型 的 描述 , 康 道 尔 (D.G. Kendall) 在 1953 年 提出 一 种 依据 排 
队 系 统 的 三 个 最 基本 特征 (顾客 到 达 时 间 和 间隔 的 分 布 . 服 务 时 间 的 分 布 和 服务 台数 ) 对 排队 模 
型 进行 分 类 的 表示 方法 , 称 为 Kendall 记号 。 其 一 般 形 式 为 
X/Y/Z 
其 中 X 表示 顾客 到 达 时 间 闻 隔 的 分 布 ;Y 表示 服务 时 间 的 分 布 ;Z 表示 并 列 的 服务 台 的 个 数 。 
顾客 到 达 时 间 间 隔 的 分 布 与 服务 时 间 的 分 布 ,除了 主要 讨论 的 负 指 数 分 布 之 外 ,还 有 其 他 
一 些 分 布 类 型 ,其 名 称 及 简写 符号 例 举 如 下 : 
M 表示 负 指 数 分 布 
E, 表示 天 阶 爱 尔 朗 分 布 
DD 表示 定 长 分 布 
G 表示 一 般 分 布 
例如 ,MAM71 表示 顾客 到 达 的 间 陋 时 间 服 从 负 指数 分 布 、 服 务 台 的 服务 时 间 也 服从 负 指 
数 分 布 和 单 服务 台 的 模型 ;D/M/C 表示 确定 的 到 达 间 隔 、 服 务 时 间 均 为 负 指数 分 布 和 C 个 平 
行 服 务 台 ( 但 顾客 是 一 队 ) 的 模型 。 
后 来 ,在 1971 年 的 一 次 关于 排队 论 符 号 标准 化 会 议 上 决定 ,将 Kendall 记号 扩充 为 
X/Y/Z/A/B/C 
的 形式 ,其 中 前 三 项 意义 不 变 , 而 
入 表示 系统 容量 限制 N 
BB 表示 顾客 源 的 数目 x 
C 表示 服务 规则 ,如 先 到 先 服务 FCFS, 后 到 先 服务 LCFS 等 
并 约定 ,如 略 去 后 三 项 , 即 指 X/Y/ZZ/eoyeo/FCFS 的 情形 。 在 本 书 中 , 因 只 讨论 先 到 先 服务 
FCFS 的 情形 ,所 以 略 去 第 六 项 。 


13.1.3 ”排队 问题 的 求解 


研究 排队 系统 的 目的 是 通过 了 解 系统 运行 的 状况 ,对 系统 进行 调整 和 控制 ,使 系统 处 于 最 
优 运行 状态 。 而 描述 系统 运行 状况 的 客观 数量 指标 主要 是 系统 中 由 于 排队 和 被 服务 而 灌 留 的 
顾客 数量 ,以 及 顾客 为 等 待 服务 而 必须 在 系统 中 消耗 的 时 间 。 因此 ,排队 论 中 对 排队 问题 的 求 
解 ,一 个 基本 内 容 就 是 研究 和 计算 这 些 描述 系统 运行 状态 的 数量 指标 ,简称 系统 运行 指标 。 这 
毕 数量 指标 一 般 来 说 都 是 随机 变量 ,并 且 和 系统 运行 的 时 间 + 有 关 。 这 里 主要 研究 当 1 一 ow 
时 的 稳 态 情形 。 这 时 系统 处 于 平衡 状态 ,数量 指标 的 分 布 等 与 时 间 无 关 ,这 时 求 得 的 结果 称 为 
系统 处 于 统计 平衡 下 的 解 。 主要 研究 下 述 两 类 指标 的 概率 分 布 和 数字 特征 ,如 平均 值 。 

1. 队长 和 排队 长 

队长 是 指 系统 中 的 顾客 数 (排队 等 待 的 顾客 数 与 正在 接受 服务 的 顾客 数 之 和 ) ,其 概率 分 
布 称 为 系统 的 状态 概率 , 记 为 上 , ,表示 系统 中 有 n 个 顾客 的 概率 。 其 均值 记 为 工 .。 
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排队 长 又 称 队列 长 ,是 指 系 统 中 正在 排队 等 待 服务 的 顾客 数 。 其 均值 记 为 L,。 

2. 豆 留 时 间 和 等 待 时 间 

志 留 时 间 是 指 一 个 顾客 在 系统 中 的 停留 时 间 ( 排 队 等 待 时间 与 被 服务 时 间 之 各 ), 记 为 
W ,其 均值 记 为 W,。 

等 待 时 间 又 称 虚 等 时 间 ,是 指 一 个 顾客 在 系统 中 排队 等 待 服务 的 时 间 , 其 均值 记 为 W,。 

上 述 两 类 数量 指标 是 排队 问题 求解 的 最 基本 内 容 。 除 此 之 外 ,还 有 一 些 数量 指标 ,如 忙 其 
(系统 连续 工作 的 时 间 ) 和 闲 期 (系统 连续 空闲 的 时 间 ) ,服务 强度 (系统 忙 着 的 概率 ) 和 顾客 损 
失 率 (在 损失 制 或 系统 容量 有 限 的 情况 下 ,由 于 顾客 被 拒绝 而 使 系统 受到 的 损失 ) 等 。 而 研究 
这 些 数量 指标 的 基础 是 顾客 到 达 ( 输 入 ) 系 统 的 规律 以 及 系统 对 顾客 服务 的 规律 。 


13.2 ”到达 与 服务 的 规律 


本 节 研 究 顾客 到 达 系 统 的 规律 以 及 系统 对 顾客 服务 的 规律 。 这 里 的 “规律 "主要 是 指 随机 
变量 的 概率 分 布 。 


13.2.1 到达 的 规律 


可 以 从 两 个 角度 描述 顾客 到 达 系 统 的 规律 :一 是 在 一 定时 间 里 (如 单位 时 间 ) 到 达 系 统 的 
顾客 数量 ;二 是 顾客 相继 到 达 系 统 的 间隔 时 间 。 
在 概率 论 中 已 知 , 若 随 机 变量 N 的 概率 分 布 为 
PIN= 1 =4e: {n=0,1,.%…;4>0) 
则 称 N 服从 泊 松 (Poisson) 分 布 。 还 知道 在 实际 中 很 多 随机 现象 都 近似 泊 松 分 布 , 例 如 在 单位 
时 间 ( 如 1 分钟 ) 内 通过 某 路 口 的 车 辆 数 ,到 达 某 交换 台 的 电话 呼唤 数 ,到 达 某 商店 的 顾客 数 等 
等 。 总 之 ,在 1 单位 时 间 内 到 达 某 排队 系统 的 顾客 数 N 是 服从 泊 松 分 布 的 随机 变量 。 那么 ， 
在 上 单位 时 间 内 到 达 该 排队 系统 的 顾客 数 若 记 为 N(t) , 则 其 概率 分 布 表达 式 应 为 
PIN(#)=n|= Mes (n=0,1,.%;A>0;1>0) 
称 Nt) 为 泊 松 过 程 ,又 称 泊 松 流 。 
1. 泊 松 流 
定义 13.1 称 满 足下 列 三 条 件 的 输 人 为 泊 松 流 ( 也 称 泊 松 过 程 或 最 简单 流 ): 无 后 效 性 ， 
即 在 不 相交 的 时 间 区 提 内 到 达 的 顾客 数 是 相互 独立 的 ;平稳 性 , 即 在 [z ,z+ At) 时 段 内 有 1 个 
顾客 的 概率 与 ! 无 关 , 只 与 At 有 关 ( 均 匀 的 ), 也 即 PIN[t ,z+ At)= 11sAAz( 记 为 Pi (Az) 
SAAt); 普 通 性 ,也 称 稀有 性 , 即 在 瞬时 内 只 可 能 有 1 个 顾客 到 达 ， 也 即 对 充分 小 的 Ar ， 


二 (Ar)=0。 


可 以 证 明 ,如 果 一 个 排队 系统 的 顾客 输入 是 满足 上 述 条 件 的 泊 松 流 ,那么 在 长 为 ;的 时 段 
内 到 达 ” 个 厌 客 的 概率 


P(D= er (n=0,1,.;4>0;1>0) 
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下 面 分 析 参 数 4 的 含义 。 由 泊 松 分 布 的 数字 特征 可 知 ,均值 iN(z)| = 对 ,说 明 》 为 单 
位 时 间 内 的 平均 到 达 顾 客 数 。 又 由 Pi(Atr)= AAt 可 知 ,4 为 单位 时 间 内 有 1 个 顾客 到 达 的 概 
率 。 实 际 上 ,两 种 解释 是 一 致 的 。 例 如 , 某 排队 系统 平均 每 5 分 钟 来 3 名 顾客 ,那么 平均 每 1 


分 钟 来 所 名 顾客 ,也 可 以 说 平均 每 分 钟 有 1 个 顾客 到 达 的 概率 是 志 。 


以 上 从 顾客 到 达 数 这 一 角度 ,就 实际 中 最 常见 的 泊 松 流 输 入 讨论 了 顾客 到 达 的 规律 。 下 
面 将 从 顾客 到 达 问 了 晤 时 间 的 角度 ,就 最 常见 的 负 指 数 间隔 进行 讨论 ,并 讨论 这 两 种 角度 之 间 的 
关系 。 





2. 负 指数 分 布 
4 定义 13.2 车 随机 变量 T 的 分 布 密度 为 
Ae*, 0 
f= 1<0 
~ 则 称 服从 参数 为 * 的 负 指 数 分 布 (1 >0)。 它 是 连续 型 分 
_ | 一 一 .， 布 ,其 密度 函数 如 图 13.2 所 示 。 
9 负 指 数 分 布 的 分 布 函数 为 


图 13.2 1-e*,， :20 


二 < = 
Fr(1)= P(TE) 人 ,<0 


其 均值 E(T) = 土方 关 D(T)= 雯 。 


负 指 数 分 布 有 下 列 性 质 。 
也 若 了 服从 参数 为 1 的 负 指 数 分 布 , 则 有 
P{T>i0t+t|T>¢t0)|= PTS>#|. 
证 由 条 件 概率 公式 得 
PIlT>it+t|T>i|=PI(T>i + (Ti00)/PIT>z0 +t| 
=PIT>to t+}/PIT> zo 
一 et /ew 
=e*=PpIT>z} 

这 个 性 质 称 为 无 记忆 性 。 它 表明 ,在 已 知 下 > te 条 件 下 估计 工 > zt +t 的 概率 与 不 考虑 
T>to 这 一 条 件 而 直接 估计 了 > 的 概率 是 相同 的 ,也 可 以 说 工 对 于 它 已 大 于 to 这 一 点 “无 
记忆 ”"。 如 果 T 表示 一 种 电子 元 件 的 使 用 寿命 ,那么 当 元 件 已 经 用 了 to 年 后 再 估计 它 还 能 用 
! 年 的 概率 ,与 它 全 新 时 估计 能 用 : 年 的 概率 一 样 , 即 它 对 已 使 用 了 的 to 年 无 记忆 ,是 一 种 极 
其 耐 磨 损 的 高 精度 元 件 。 

在 排队 系统 中 ,如 果 顾 客 到 达 的 间隔 时 间 苯 是 服从 负 指 数 分 布 的 ,那么 在 已 知 间隔 超过 
to 的 条 件 下 估计 间隔 还 槛 跨越 : 的 概率 与 直接 估计 间隔 超过 ; 的 概率 相同 ,也 可 以 说 顾客 到 
达 的 间隔 时 间 是 纯 随 机 的 。 由 于 无 记忆 性 又 称 马尔 可 夫 ( 有 .有 . Mapko8) 性 , 故 负 指数 分 布 的 
表示 简 记 为 M。 

@ 若 排队 系统 的 顾客 到 达 数 NI ) 为 泊 松 流 , 则 顾客 的 到 达 间 隔 工 服从 负 指 数 分 布 , 且 参 
数 相同 。 

证 ”因为 到 达 为 泊 松 流 , 所 以 * 时 段 内 没有 顾客 到 来 的 概率 
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A -让 -A 
Po(t)= 97e 过 电 


从 而 上 时 段 内 有 顾客 到 来 (也 即 间 隔 不 超过 1 ) 的 概率 
P({T&t)=1-e™” 
即 荆 的 分 布 函 数 F(t)=1-e“* ,说 明 工 服从 参数 为 1 的 负 指 数 分 布 。 
可 以 证 明 , 这 -- 性 质 反 之 也 成 立 , 故 有 “到 达 数 为 泊 松 流 的 充 要 条 件 是 到 达 间 隔 服从 负 指 
数 分 布 ,县 参数 相同 ”"。 前 面 已 从 泊 松 流 的 均值 角度 解释 了 参数 4 的 含义 , 即 4 表示 单位 时 间 
内 到 达 系 统 的 平均 顾客 数 , 现 在 再 从 人 负 指 数 分 布 的 均值 的 角度 来 解释 1 的 含义 。 由 于 EE(T) 


= 地 ,说 明 4 的 倒数 表示 平均 每 两 位 顾客 到 达 的 间隔 时 间 。 显 然 这 两 种 角度 的 解释 是 等 从 
的 ,例如 车 平均 间隔 于 小 时 来 1 位 顾客 , 则 平均 每 小 时 到 达 的 顾客 数 是 5 人 。 


13.2.2 服务 的 规律 


描述 排队 系统 的 服务 规律 主要 是 采用 系统 对 顾客 服务 时 间 v 的 分 布 。 常 见 的 分 布 有 定 
长 分 布 . 负 指数 分 布 爱 尔 朗 分 布 等 。 


这 里 主要 讨论 服务 时 间 "服从 负 指数 分 布 的 情形 。 设 分 布 参数 为 。 由 于 E(wv) = 二 ， 


所 以 对 w 的 含义 的 解释 是 :系统 对 每 位 顾客 的 平均 服务 时 间 为 二 ,或 者 说 系统 平均 每 单位 时 


间 服 务 完 y 个 顾客 , 即 系统 的 平均 服务 率 是 yx。 

当 排 队 系 统 的 服务 机 构 由 & 个 串联 的 服务 台 组 成 时 ,每 个 服务 台 的 服务 时 间 相 互 独 立 ， 
且 服从 相同 的 负 指 数 分 布 (参数 设 为 如 ) ,那么 一 顾客 走 完 这 个 服务 台 总 共 需 要 的 服务 时 间 
就 服从 阶 爱 尔 朗 分 布 。 

定义 13.3 若 随机 变量 wm 、……、 独立 且 同 服从 参数 为 by 的 负 指 数 分 布 , 则 代 = 


大 
2 vi 服从 阶 爱 尔 朗 (Eriang) 分 布 ,密度 为 
fr(t)= em 《0) 
爱 尔 朗 分 布 的 期 望 与 方差 分 别 是 
重 _ 
EC(T)= zDDT) pe 


爱 尔 朗 分 布 是 随处 而 变化 的 一 族 分 布 。 当 大 = 1 时 化 为 
负 指 数 分 布 ; 而 当 上 -> + ce 时 ,由 于 D(T)->0, 故 化 为 确定 
型 分 布 ; 当 1<< + co 时 , 它 是 介 于 纯 随机 和 完全 确定 之 间 
的 中 间 型 分 布 ,能 对 现实 世界 提供 更 加 广泛 的 适应 性 。 爱 尔 
朗 分 布 族 密度 函数 如 图 13.3 所 示 。 


13.2.3 分 布 律 的 检验 


对 于 一 个 实际 的 排队 系统 ,如 何 检验 它 的 顾客 到 达 是 否 形成 泊 松 流 , 或 者 它 的 服务 机 构 的 
服务 时 间 是 否 服从 负 指 数 分 布 ,是 一 个 重要 的 现实 问题 。 可 以 根据 数理 统计 中 检验 分 布 律 的 
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方法 (如 x 检验 法 ) 解 决 。 该 方法 步骤 如 下 : 

@ 提 出 假设 H, ,总体 分 布 F(x)= Fo(x)( 其 中 Fo(xz) 为 某 已 知 分 布 晃 数 ); 

@ 在 总 体 X 中 抽取 样本 点 zi 

图 将 x 轴 分 为 ma 个 不 相交 的 小 区 间 ( - oo 二] (2 (ttt+c) 记 落 和 第: 
个 小 区 间 ( 志 -1 ,tj 中 的 样本 点 个 数 为 万 ; 


中 2 
@ 计 算 皮尔 避 统 计量 = 六 下 二 各 ,其 中 记 = Fo(t) -本 (Di 


@ 由 x? 表 查 得 临界 值 xy? (mm 一 + 一 1) ,其 中 + 为 Fu(z) 中 未 知 参数 的 个 数 ; 

@ 若 V<xi(m 一 r 一 1), 则 肯定 FH, 否则 否定 Ho。 

例 13.1 某 排队 系统 为 了 检验 每 周 的 顾客 到 达 是 否 服从 泊 松 分 布 ,连续 观察 了 $2 周 的 
到 达 数 量 ,数据 如 表 13.2 所 示 。 


昱 13.2 








题 窜 到 达 数 








3 3 
扣 5 
4 4 
0 4 

根据 厄 客 到 达 情 况 ,将 观测 值 的 范围 分 为 8 个 组 :0 一 1 为 一 组 ,2.3、4、5,6、7 各 为 一 组 ,8 
以 上 为 一 组 。 为 了 查理 论 分 布 值 ,计算 52 个 样本 值 的 均值 元 =4。 然 后 由 = 4 的 泊 松 分 布 查 
得 各 组 的 概率 值 p; ,如 p, = P(0)+P(1)=0.018 3+0.073 3=0.091 6,p, = P(2) = 
0.146 5, 再 计算 F; = np, =52p; ,fi 一 下 和 (f; 一 下 ,)?/F, ,计算 结果 列 于 表 13.3。 











束 13.3 

组 到 达 数 驱 测 频数 理论 频率 理论 频数 残 差 相对 残 差 事 方 
i zx 名 FE fF (五 = 已)2AR 
1 0~1 4 .0916 4.763 ~ .763 .122 
2 2 9 146 5 7.613 1.382 251 
3 3 11 195 4 10.161 .839 069 
4 4 7 195 4 10.16] —3.161 983 
5 5 8 156 3 8.128 - .128 002 
6 6 9 104 2 5.418 3.,582 2.363 
7 7 1 0595 3.094 -2.094 1.417 
8 8 以 上 3 051 1 2.657 .343 .044 

总 计 52 1.000 0 52.000 0.000 S.256 





由 于 Fo(z) 中 有 一 个 未 知 参 数 4, 故 r =1。 取 检验 的 水 平 = 0.05, 查 x? 表 得 临界 值 
Xa(8-1-1)=12.592。 由 于 V=5.256<12.592, 故 应 肯定 H,, 即 可 认为 顾客 的 到 达 是 服 
从 汽 松 分 布 ,其 参数 估计 值 1=4。 


13.3 M/AM/71 排队 模型 


本 节 研 究 具 有 泊 松 输入 和 负 指 数 服务 的 单 服务 台 排队 系统 ,分 三 种 情况 讨论 排队 模型。 
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13.3.1 标准 的 M/M/71 模型 (M/M/1/o0/o0) 


标准 的 M/MAL1 模型 是 针对 适合 下 列 条 件 的 排队 系统 ; 

QO 输入 过 程 一 一 顾客 源 是 无 限 的 ,顾客 单个 到 来 ,到 达 的 间隔 时 间 服 从 负 指 数 分 布 , 设 其 
参数 为 A; 

外 排队 规则 一 一 单 队 , 对 队长 没有 限制 , 先 到 先 服务 ; 

名 服务 机 构 一 一 单 服务 台 , 服 务 时 间 服 从 负 指 数 分 布 , 设 参 数 为 rw。 

1. 系统 的 状态 概率 

系统 中 的 状态 是 指 系 统 中 的 顾客 数量 , 记 为 xn。 对 于 标准 的 M/MA1 系统 ,n=0、1、……， 
系统 的 状态 概率 记 为 P, ,表示 系统 中 有 2 个 顾客 的 概率 。 对 于 稳 态 的 情形 ,首先 可 将 系统 状 
态 间 的 转移 关系 用 图 13.4 表示 。 图 中 的 四 表示 状态 a(m = 0,1,…)。 由 状态 n -1 转移 到 状 
态 n ,是 由 于 又 来 了 一 位 顾客 ,而 顾客 的 到 达 率 为 》 , 故 在 图 中 表示 相 邻 状态 增加 的 箭 线 上 标 
上 4 ,转移 的 概率 是 4P,_, ,表示 原来 是 状态 n -1 且 又 来 了 一 位 。 由 状态 n +1 转移 到 状态 
7 ,是 由 于 服务 完了 一 位 顾客 ,而 系统 的 服务 率 为 &, 故 在 图 中 表示 相 邻 状态 减少 的 箭 线 上 标 
上 £ ,转移 的 概率 是 JP,+1 ,表示 原来 是 状态 n +1 且 又 走 了 一 位 。 


A A A 由 
图 13.4 
对 于 状态 n(n =1,2,…), 由 于 系统 满足 统计 平衡 , 即 流 人 应 等 于 流出 , 故 有 
AP 1 + pPrti = AP, + pp, 
对 于 状态 0, 也 应 有 


aAPo = pb, 
将 二 式 联 立 , 即 系统 状态 的 平衡 方程 组 
4 
AP.-1 + ypPirs= (A+)P, (n=1,2,.) 


下 面 求解 平衡 方程 组 ,以 得 到 状态 概率 。 首 先 册 第 一 个 方程 解 得 
P = AP, 
在 第 二 个 方程 中 令 n = 1, 可 得 到 
= [AY 
Pa=AP, (2 ) Pp, 
再 分 别 邻 n=2、3、… ,可 得 到 


卫 ， =2P ， = (2)P, 
A pk 


记 p= 全 ,并 设 po< 1( 否 则 队列 将 排 至 无 限 远 ) ,由 概率 性 质 , 有 
> P.-1 
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将 己 , 的 表达 式 代 人 ,有 
< 
> 0=P 一 -=1 
Typ ( li—p 
可 得 状态 概率 


a 
P=pPo=(1-p)pe (n=1,2,.…) 

1 
式 中 的 p 有 明确 的 实际 意义 . 由 po 人 说 明 ， P 是 平均 到 达 率 与 六 均 服 务 率 之 比 ,由 p = 说 


明 p 是 平均 服务 时 间 与 平均 到 达 间 隔 时 间 之 比 ,反映 了 系统 的 服务 蝇 度 。 而 由 p= 1- Pu 说 
明 p 是 系统 忙 着 的 概率 ,反映 了 系统 的 繁忙 程度 和 利用 率 。 因 此 , 称 o 为 服务 强度 或 服务 机 
构 的 利用 率 。 

2. 系统 的 运行 指标 

基于 状态 概率 ,可 计算 出 系统 的 运行 指标 。 

(1 平均 队长 和 排队 长 

队长 的 平均 值 L, 表示 系统 中 的 平均 顾客 数 ,表达 式 为 


L. = 2 np, = Zn0' (1-p) 
=(p+2p +30 Po)= (p+ Fa Fe) 
Toto +p tTEs0<p<1 


A 
二 ,= 一 一 
” 玫 一 从 


2 
排队 长 又 称 队列 长 ,其 平均 值 L, 表示 系统 中 排队 等 待 的 平均 顾客 数 。 由 于 系统 有 一 -个 
服务 台 ， 故 其 表达 式 为 
上 = Dn-DP,= = Dp, -Dp,- = 上 ,一 p= 
注意 这 里 的 队长 与 排队 长 之 差 直观 上 看 似 乎 应 为 1, 但 上 面 的 计算 说 明 工 .~ 工 ,= po<1， 
这 是 因为 它们 的 差 在 系统 忙 时 是 1 , 而 在 系统 闲 时 是 0, 故 其 均值 为 0.P, +1.(1- P,)= po 
《2) 平 均 喜 留 时 间 和 等 待 时 问 
首先 可 证 ,顾客 在 系统 中 的 这 留 时间 W 服从 参数 为 - 4 的 负 指 数 分 布 。 
事实 上 , 设 一 顾客 到 达 时 系统 中 已 有 个 顾客 , 则 该 顾客 在 系统 中 的 退 留 时 间 W, = wv” 
+ v2 + 二 ,+ wri, 其 中 为 正 被 服务 的 第 1 位 顾客 还 需要 的 服务 时 间 , vw (; =2,…,n) 
为 第 i 位 顾客 的 被 服务 时 间 , w++ 为 该 顾客 的 被 服务 时 间 。 
因为 v.(i=2,…,n+1) 独 立 且 同 服从 参数 为 y 的 负 指 数 分 布 ,而 uv 由 无 记忆 性 也 服从 
参数 为 y 的 负 指 数 分 布 ,所 以 W, 服从 n+1 阶 爱 尔 朗 分 布 , 即 


fr, (1) = AL) en 
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从 而 W 的 分 布 函 数 


Fult)=P(WEt)= Dp,PlwWetln| 


二 1 一 et 一 A): 


而 平均 等 待 时 间 应 等 于 平均 逗留 时 间 与 平均 服务 时 间 之 差 , 故 
一 1 之 A 
W pa p plp—A) 
(3) 运 行 指标 之 间 的 关系 
先 将 上 述 4 个 系统 运行 指标 归纳 如 下 : 


L,=AW, LL,=AW. 
L,-L=4 多 -多 = 工 
pt F 


这 一 组 关系 式 称 为 里 特 (Little) 公 式 。 里 特 公式 对 于 其 他 一 些 排队 模型 也 成 立 , 只 是 式 中 的 》 
一 般 应 为 平均 的 顾客 实际 进 人 系统 率 ,也 称 有 效 到 达 率 , 记 为 1.。 在 本 模型 中 因为 到 来 的 顾 
客 均 能 进入 系统 , 故 4 = 1。 

例 13.2 某 修 理 店 只 有 一 个 修理 工 ,来 修理 的 顾客 到 达 过 程 为 泊 松 流 ,平均 每 小 时 4 人 。 
修理 时 间 服 从 负 指 数 分 布 ,平均 需要 6 min。 试 求 @ 修 理 店 空闲 的 概率 ;@ 店 内 有 3 个 顾客 的 
概率 ;G 店 内 至 少 有 1 个 顾客 的 概率 ;@ 在 店内 的 平均 顾客 数 ; 回 等待 服务 的 平均 顾客 数 ;人 @ 每 
位 顾客 在 店内 的 平均 逗留 时 间 ;@ 每 位 顾客 平均 等 待 修理 的 时 间 ; 图 顾客 在 店内 需 消 耗 15 
min 以 上 的 概率 。 


解 本 例 可 看 做 一 个 标准 的 MAMAL 模型 ,= 4 人 ,wz= 立 人 Mnin= 10 人 /ho= 


2 
人 9 
也 修理 店 空闲 的 概率 
Pu=1-p=1- 全 = 也 
地 店内 有 3 个 顾客 的 概率 
P=p'(1-p)=( 针 ) 人- 二)=0.038 
晤 店内 至 少 有 1 个 顾客 的 概率 


=0.6 
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1- Pi=p= 号 =0.4 
多 店内 壬 客 平均 数 
2 
本 
[=T 人 = 一 了 = 子 =-0.67 人 各 
5 
@ 等 待 服务 的 平均 笑 客 数 
L。=L,-p= 持 -地 = 各 =0.267 人 人 h 
ee 
_L,_2,.1_1 Sr 
允 .= 人 入 = 可 X 直 = 二 h/ 人 =10 min/ 人 
人 顾客 平均 等 修理 时 间 
-= 由 -上 -1_ 工 -上 
W,= W, a6 1 1T3h/ 人 = 4min/ 人 
图 顾客 在 店内 需 消耗 15 分 钟 以 上 的 概率 


P(w>4)=1-P(w< 池 ) 
=1 一 er-00-4 洒 
=e =0.223 
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例 13.3 考虑 一 个 铁路 列车 编组 站 , 设 待 编列 车 到 达 时 间 间 隔 服从 负 指 数 分 布 ,平均 每 
小 时 到 达 2 列 ; 编 组 站 的 编组 时 间 也 服从 负 指 数 分 布 ,平均 每 20 分 钟 可 编 一 组 。 该 编组 站 内 
共有 2 股 车 道 , 当 均 被 占用 时 ,再 来 的 列车 只 能 停 在 站 外 或 前 方 站 。@@ 求 该 编组 系统 中 列车 的 
平均 数 ,每 一 列车 的 平均 停留 时 间 和 等 待 编组 的 列车 平均 数 。@@ 如 果 列 车 因 站 内 的 2 股 车 首 
均 被 占用 而 停 在 站 外 或 前 方 站 时 ,每 列车 的 费用 为 每 小 时 a 元 , 求 每 天 由 此 而 造成 的 平均 费 


用 损失 。 


解 ”本 例 可 看 做 一 个 标准 的 MAMV1 系统 ,4 =2 列 /h,y = 动画 /= 3 列 /min,p 


号 编组 系统 中 列车 的 平均 数 
2 
EE 
L,=1t= 一 三 = 列 作 
3 
列车 的 平均 停留 时 间 
= 上 -2 - 
本 
等 待 编组 的 列车 平均 数 
Lo=L,~p=2~ 委 = 盾 列 放 
多 每 天 由 于 列车 站 外 等 待 而 造成 的 平均 费用 为 


FE 
24AW,(1- Po -Pi~P,)a=24x2x (#3) 4=14.24 元 
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13.3.2 ”系统 容量 有 限 的 M/A/M71 模型 (M/M/A/N /00) 


本 模型 与 标准 的 M/AM71 模型 的 主要 区 别 有 二 :一 是 系统 的 状态 只 有 N+ 1 种 (n=0,1， 
…JN) ;二 是 顾客 的 实际 进 人 系统 率 当 z< N 时 为 4, 而 当 = NN 时 为 0, 故 平均 值 ( 即 有 效 到 
达 率 ) 
=-PJ)+0P =aA(I-P) 


1. 系 统 的 状态 概率 
首先 仍 可 画 出 系统 的 状态 转移 图 ,如 图 13.5 所 示 。 由 统计 平衡 , 列 出 系统 状态 的 平衡 方 


程 组 
A A A A A 
加 四 H 扫 下 
鲜 13,5 


pp 

AP,-1 + pgP,yi = {A+ pp) Po (n=1,.…,N—1) 
AP = APv 

求解 平衡 方程 组 ,首先 可 得 P, = AP. ,= 和) P,, 记 = 全。 当 pz 天 1, 有 


DP, =Po(l+p+."+p") 
x=( 
= PP, 1p -1 


P= 
0 
P=PpPo。 (n=1,.%…,N) 

1 


当 p=1, 由 平衡 方程 组 可 得 区 
状态 概率 中 的 Pv 表示 系统 满员 的 概率 ,因此 也 可 称 为 系统 对 顾客 的 拒绝 率 或 顾客 的 损 


失 率 。 
2. 系统 的 运行 指标 
先 求 出 系统 的 平均 队长， 当 Pp 关 1 时 有 


Ls = Dap, Pe re fe) 
N+] N + 
d (I~p )= po -N+ Do" + No 


=Pop dl 1 一 6 (1-p) 

本 Pi 二 Non 
0 

-PP _(N+1)o! 

1 一 2 1 一 扩 ” 


当 o=1 时 有 
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py | i 
L= 机 二 T(1+2+ +N) 7 


再 由 里 特 公式 , 求 出 其 他 三 个 指标 。 当 p 关 1 时 ,平均 排队 长 
Lo=L,~(1-Po)=L, -eltNe Te eto) 
人 iT 
当 p=1 时 ,平均 排队 长 
1 ) = NN- 


1 (1_pynN_f_ 1 \Y_ NN-1) 
L=L, (1- Po)=7 (1 N+1)™ 2CN+1) 





平均 逗留 时 间 W,= 上 ,从 。, 平 均等 待 时 间 W, = 上 ,A 或 W,= 多 。 i 
这 里 的 有 效 到 达 率 1. =X(1 - P,) 的 直观 解释 是 ,顾客 到 达 且 系统 未 满 而 实际 进入 系统 
率 。 由 统计 平衡 知 , 它 应 等 于 实际 服务 率 (1 - P, )。 它 表示 系统 不 空 日 以 yx 的 速率 服务 着 。 
汪 称 为 本 系统 的 服务 强度 。 
将 MAMALAN /排队 模型 的 运行 指标 归纳 如 下 : 
人 i (N+l)e ? Pp 天 1 
ER 


N 了 


M+1 + 


p _p(i+Neo”) 
和 六 Lg 2 天 ] 
L,=L,~(1- Po)= 
N(N-1) -1 
ZN+1i)， P= 
风 = 一 = L, 
» A A(1—P,) 


例 13.4 菜 修理 站 只 有 一 个 修理 工 , 且 站 内 最 多 只 能 停放 3 台 待 修 的 机 器 。 设 待 修 机 器 
按 泊 松 流 到 达 修理 站 ,平均 每 分 钟 到 达 1 台 ; 修 理 时 间 服从 负 指 数 分 布 ,平均 每 1.25 min 可 修 
理 1 台 , 试 求 ;@ 空 闲 率 ;@ 顾 客 损失 率 ;@ 顾 客 的 有 效 到 达 率 ;@ 平 均 队 长 ;@ 平 均 排队 长 ;@ 
平均 逗留 时 间 ;@D 平 均等 待 时 间 。 

解 本 例 可 看 做 一 个 MOM7LM47eo 排 队 系统 ,= 工 台 Mmin, = 了 3=0.8 台 /tnin, p= 


0.8 


@ 空 闲 率 “P,= TE = 0.12 


顾客 损失 率 ”Pi = ofP,=1.2S$4x0.122=0.298 
曲 有 效 到 达 率 .=A(1-P)=1x(1-0.298)=0.702 


Pp _ (4+i)o 1.23 5x1.255 
人 


思平 均 排 队长 L=L.-(1- Po)=2.44-(1-0.122)=1.S6 台 
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@ 平 均 过 留 时间 W,=7 00 3 48 min 
4 _L,_ 1.56 _ 
@ 平 均等 待 时 间 ‘0 223 min 


例 13.5 某 工厂 有 一 个 半成品 加 工 操 作 间 ,内 设 一 个 半成品 加 工 操 作 台 和 可 存放 3 个 待 
加 工 半成品 的 场地 。 已 知 半成品 榨 平 均 每 天 3 个 的 党 松 过 程 到 达 该 操作 各, 而 完成 该 半成品 


加 工 的 必要 时 间 服 从 平均 每 个 需 子 天 的 负 指 数 分 布 。 车 半成品 到 达 操 作 间 时 操作 间 内 已 没有 


场地 存放 , 则 要 运往 其 他 地 方 。 人 @ 需 运往 其 他 地 方 的 半成品 占 到 达 操 作 间 的 半成品 总 数 的 比 
例 是 多 少 ? @ 现 工厂 为 扩大 生产 能 力 正 在 另 建 一 新 厂 , 厂 内 也 需 建 一 个 半成品 加 工 操作 间 , 假 
设 半成品 到 达 及 加 工时 间 均 与 原来 的 相同 ,每 个 半成品 的 存放 需要 1 m? 。 若 工厂 希望 能 有 
9S% 的 半成品 不 被 运往 其 他 地 方 , 则 操作 间 的 存放 场地 应 收 建 成 多 大 面积 ? 


解 此 问题 可 看 做 一 个 系统 容量 有 限 的 M/M/1 系统 ,4 =3 个 /天 ,4=4 个 /天 ,p33。 
@D 需 运 走 的 半成品 占 全 部 到 达 的 半成品 的 比例 即 系统 的 拒绝 率 Pv ,这 里 N= 4, 故 
3 


4 了 一 也 本 
PP,=pP， = 他 ) 4 5 一 上 .316X ] 0.75 


Ey 1-03%7=0-104 
4 


@ 若 要 求 P、 =1-0.9$=0.05, 即 


N=logs 5.75=6.07~6 
故 操 作 间 的 存放 场地 面积 应 修建 成 6-1=5 m?。 


13.3.3 ”顾客 源 有 限 的 MAM/71 模型 (MAM /oo /m) 


本 模型 与 标准 的 MAMA 模型 的 主要 区 别 有 二 :一 是 系统 的 状态 只 有 m +1 种 (n=0， 1 ， 
…, 黄 ); 二 是 平均 到 达 率 4 在 无 限 源 时 表示 全 体 顾 客 的 平均 到 达 率 , 即 单位 时 间 平 均 到 人 ， 
而 在 有 限 源 时 表示 每 个 顾客 的 平均 到 达 率 , 印 单位 时 间 每 人 到 4 次 ;三 是 实际 进入 系统 率 , 当 
有 11y 时 为 (m 一 nn)4, 而 当 n=m 时 为 0, 平 均 到 达 率 
A =El(m—n)A]=E(mA)— Et(nA) 
= 一 让 (一 mA 一 外 
=A(m—L.) 
1. 系统 的 状态 概率 
首先 画 出 系统 的 状态 转移 图 ,如 图 13.6 所 示 。 
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mA (下 一 上) (m—n+l)Atm—n)a 4 
A 四 站 
图 13.6 
由 统计 平衡 列 出 系统 状态 的 平衡 方程 组 
| AP， 
(一 ?+1)AP +ARP =L(Cm 一 32)A+TAP， (n=1,.…,m—1) 
(pp, = 2P,., 
求解 平衡 方程 组 ,可 得 系统 的 状态 概率 
Pp, = 二 
> GT 人) 
| 
Ps (4)P (n=1,", 7) 
2. 系统 的 运行 指标 
由 里 特 公式 得 
es 
; pk 


另 一 方面 ,了 上 ,- 工 .=1- Po, 由 此 解 得 
l= (0) 


将 工 , 的 表达 式 写 成 Xm 一 工 ,)= jp(1 -PP。), 可 以 很 直观 地 解释 其 实际 意义 ;m - 工 ,为 
系统 外 的 顾客 数 ,X(m 一 工 ,) 为 系统 的 实际 到 达 率 ;1 - P。 为 系统 忙 着 的 概率 ,y(1 - P,) 为 系 
统 忙 时 的 服务 率 ,由 统计 平衡 ,二 者 应 当 相 等 。 

由 里 特 公式 ,可 得 另 三 个 指标 ， 

L.= 工 .-(1- Pu) 
W,=L./, 
W,= LA 


在 本 模型 中 , 仍 将 Zz 称 做 服务 强度 。 


例 13.6 某 车 癌 有 3 台 机 器 ， 每 台 机 器 的 连续 运转 时 间 服 从 负 指 才 分 布 平均 连续 运转 
时 间 为 15 min。 有 一 个 修理 工 ,每 次 修理 时 间 服 从 负 指数 分 布 ,平均 每 次 12 min。 求 :@ 修 理 
工 空闲 的 概率 ;@ 五 台 机 器 都 出 故障 的 概率 ;@ 出 故障 机 器 的 平均 台数 ;@@ 等 待 修理 机 器 的 平 


均 台 数 ;@ 每 台 机 器 的 平均 停工 时 间 ;@@ 每 台 机 器 平均 等 待 修理 时 间 。 
解 此 问题 可 看 做 是 一 个 M/M/1/eo/5 排队 系统 ,X= 证 各 /rnin,p = 南台 /min, 和 = 


=0.8 
人 修理 工 空闲 的 概率 


Ps = (0-8) + 0.8) + 引 (0.872 +HC0.8) + C0.8): + 和 .9 
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=0.007 3 
@@ 五 台 机 器 都 出 故障 的 概率 
P:= 计 (0.8)*Po =0.287 
二 出 故 路 机 器 的 平 询 台数 
L.=5-T8(L-0.007 3)=3.76 台 
全 等 待 修理 机 器 的 平均 台数 
L,=3.76-(1-0.007 3)=2.77 台 
全 每 人 台 机 器 平均 停工 时 间 
W,= 3 
证 (1-0.007 3) 
他 每 台 机 器 平 询 待 修 时 间 
W. =46—12=34 min 





—15=46 min 


上 述 结果 表明 ,机 器 停工 时 间 过 长 ,修理 工 几乎 没有 空 闪 时 间 , 应 当 提 高 服务 率 或 增加 修 


理工 人 。 


13.4 M/AM/C 排队 模型 


本 节 研 究 具 有 泊 松 输入 和 负 指 数 服 务 的 多 服务 台 排队 系统 , 仍 可 类 似 于 上 节 分 为 三 种 类 
型 讨论 。 这 里 只 讨论 第 一 种 类 型 , 即 系统 容量 和 顾客 源 均 为 无 限 的 标准 的 MAMAC 模型 (M/ 


MVC/eovee )。 讨 论 的 前 提 是 系统 为 单 队 、 并 列 C 个 服务 台 , 如 图 13.7 所 示 。 
标准 的 MAM/C 模型 与 标准 的 MAMA1 模型 的 主要 区 别 一 


型 的 服务 率 与 系统 状态 有 关 , 当 ”<C 为 mu, 当 m 之 C 为 Ci 二 


是 MAMVI 模型 中 的 服务 率 yy 与 系统 的 状态 无 关 , 而 M/M/C 模  : < 
-ooo 


-一 此 -> 


是 MAM/L 系统 的 服务 强度 p= 之 ,而 MAM/C 系统 的 服务 强度 “四 一 
= 让:( 仍 设 p<1), 表 示 每 个 服务 台 单位 时 间 内 的 平均 负荷 。 13.7 

1. 系 统 的 状态 概率 

首先 画 出 标准 的 M/M/C 系统 的 状态 转移 图 ,如 图 13.8 所 


一 


不 。 


A 


用 由 A A A A 
A (# CF 


刘 (n+ 3) (Fg 


13.8 
再 由 统计 平衡 列 出 系统 状态 的 平衡 方程 组 
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AP, 1+ (nt+i)uP=(Atnu)P, (nxn<C) 
MP + CuPsis = (A+ Ou)P, (nC) 
求解 方程 组 可 得 


一 从 ,RE 
Pi=%Po, P=#iP,, Pe =6Pe-1,P, 


fe 


-总 P,- (CC) 


再 由 忆 P, =1 解 出 P, ,得 到 状态 概率 
CcC-l 二 -1 
Pi=[ 袜 丰 仁 ) + 二 -位 ) 


ww (nC) 


2. 系统 运行 指标 
平均 队长 


1 y (n—C)P,+ 3 CP, 
1=0 n=0 n=C+1 n=C11 
= Dn- CP,+L+CEP, 
DC 
C 
其 中 ,C - 2 (C 一 nn)P, 的 直观 意义 是 平均 忙 着 的 服务 台数 ,而 每 台 平均 服务 率 为 y, 故 系统 
C 
平均 服务 率 为 y[C - 2 (Cn)P,]。 由 统计 平衡 , 它 应 等 于 顾客 的 平均 到 达 率 * , 即 
VC)p eX 
Cc 2 (C npP, 和 
从 而 有 L=Lo+ 入 
平均 排队 长 





= Dp Cp)" cp 


平均 等 待 时 间 
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将 MAM/C/%w /ww 系统 运行 指标 归纳 如 下 : 
上 ,= 上,+ 委 
£ 


= (Ce)'p, 三 
Ee Gil -pp 中 ct <! 


由 于 ~1。= 过 , 帮 W,- W.-C 


元 -= 二 , 均 与 标准 的 M/MAL 系统 相同 ,而 与 C 无 关 。 


例 13.7 某 售票 所 有 三 个 窗口 ,顾客 到 达 服 从 泊 松 流 , 平 均 到 达 率 为 每 分 钟 0.9 人 ,售票 
服务 时 间 服 从 负 指数 分 布 ,平均 服务 率 为 每 分 钟 0.4 人 。 如 果 售票 所 的 排队 方式 是 顾客 到 达 
后 排 或 一 队 , 依 次 向 空闲 的 窗口 购 票 , 求 :四 售票 所 空闲 的 概率 ;@ 售 票 所 内 的 平均 顾客 数 和 排 
队 等 待 的 平均 顾客 数 ;G) 顾 客 为 购 票 需 在 售票 所 的 平均 消耗 时 间 和 平均 排队 等 待 的 时 间 ;人 @@ 顾 


客 到 达 后 必须 排队 等 待 的 概率 。 

解 这 是 一 个 M/AM/3/co /oo 排队 系统 ,4 = 0.9 人 /mnin, p=0.4 人 hnin, 0 
2.25,p= 六 = 学 =0.75。 

全 售票 所 空闲 的 概率 


_ (2.25) (2.25)! (2.25} 2.25} a 
Pp,= [2 计 + + + 可 训 生 全 =0.074 8 
@ 售 票 所 内 排队 等 待 的 平均 顾客 数 


_ (2.25)* x0.75 
L330 00X00748=1.70 人 


售票 所 内 的 平均 顾客 数 


L,=L+t 人 =1.70+2.25=3.95 人 


鲜 顾 客 的 平均 消耗 时 间 


W.= 守 = 本 从 =4.39 min 


顾客 的 平均 等 待 时 间 
L 


1.70 、 
Wi "1 mn 


@ 顾 客 到 达 后 必须 排队 等 待 的 概率 
P(n2>3)=1-P,-P,-P, 


=1-0.0748-2.25x0.074 8 一 方 x {2.25)? x0.074 8 
=0.57 
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在 本 例 中 ,如 果 顾 客 的 排队 方式 变 为 到 达 售 票 所 后 可 到 任 一 窗口 排队 , 且 入 队 后 不 再 换 
中, 即 可 形成 3 个 并 行 的 队列 。 这 时 ,原来 的 MAM/A3/co/m%w 系 统 实际 上 变 成 了 由 3 个 MAM/ 
1/ee /ce 子 系统 组 成 的 排队 系统 , 且 每 个 子 系统 的 平均 到 达 率 为 

0.9 


MA = = 0.3 人 /min 


按 MA/M71 模型 重新 求解 本 例 的 各 问 , 并 将 结果 列 于 表 13.4 进行 比较 。 
表 13.4 

























1 个 (M/AM/3/0% /0m) 3 个 (MAM/1/%% /co) 
系统 空 亲 的 概率 Po 0.25( 每 个 子 系统 ) 
顾客 常 等待 的 概率 0.57 0.75 
平均 队长 工 ， 3.95 9( 整 个 系统 ) 
平均 排队 长 L。 1.70 2.25{( 每 个 子 系统 ) 
平均 追 留 时 间 琴 ,(min) 4.39 10 
平均 等 待 时 间 W, (min) 7.5 
由 表 13.4 不 难看 出 ,在 多 个 并 列 服务 台 的 排队 系统 , 排 成 单 队 比 排 成 并 列 多 队 的 方式 具 
有 显著 的 优越 性 。 


由 于 计算 P。 和 各 项 运行 指标 的 公式 比较 复杂 , 现 已 有 专门 的 数值 表 可 供 使 用 。 表 13.5 
给 出 了 标准 的 M/A/M/C 系统 Wp 数值 表 。 
琳 13.5 








9.2S6 4 6.046 7 4.457 1 
如 果 表 中 没有 某 一 p 值 ,可 利用 线性 插值 法 从 表 内 求 出 。 设 欲 查 的 p 值 介 于 表 中 的 p, 和 
P2 之 间 , 即 p1<p<ps, 与 p 相应 的 Wo*p 值 可 由 与 pi \p, 相应 的 (Wp), 和 ( WW,…), 按 下 
面 的 线性 插值 公式 算出 ， 
(Wap)= (We pt tL Weep), ~ (Wap)] 

例如 在 例 13.7 中 ,C=3,p=0.75, 表 中 无 此 值 。 由 于 0.7< p<0.8, 由 插值 法 ,与 p 相应 
的 多 rz 为 
Wp =0.547 0+ 全 -7[1.078 7-0.547 0] 

=0.5470+0.5x0.5317=0.8129 


Ws = =2.03 min 
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这 一 结果 与 例 中 的 计算 有 一 点 差异 ,是 由 于 插值 引起 的 。 

例 13.8 公司 在 港口 有 一 专用 印 货 泊 位 ,货船 按 泊 松 流 到 达 , 平 均 每 周到 达 5 稻 , 务 货 时 
间 服 从 负 指 数 分 布 ,平均 每 周 印 货 10 稻 。Q 中 求 平均 每 周 的 等 待 印 货 艘 数 ,每 船 的 平均 等 待 印 
货 时间 和 在 港 停 留 时 间 。 人 名 对 于 一 船 在 港 等 待 时 间 ( 不 包括 印 货 时 间 ) ,公司 须 按 每 周 20 000 
元 的 标准 付 给 损失 费 。 因 此 ,公司 考虑 除 自己 的 专用 泊位 外 , 拟 再 租赁 其 他 单位 的 另 一 泊位 ， 
那里 的 印 货 率 相同 。 如 租赁 费 为 每 周 5 000 元 , 问 租赁 这 泊位 是 否 值得 ? @ 公 司 也 考虑 不 另 
租 泊 位 ,而 是 租用 新 式 印 货 设备 代替 原来 的 个 货 设 备 , 这 样 可 提高 平均 印 货 率 到 每 局 15 艘 。 
如 租用 这 新 式 设备 的 租赁 费 也 是 每 周 5 000 元 ,赔偿 损失 的 标准 不 变 , 问 租赁 这 新 式 设备 是 否 
值得 ? @ 有 人 建议 ,可 以 @ .G@ 两 项 措施 并 举 ,但 这 样 ,在 计算 时 将 过 到 困难 ( 指 对 人 们 熟悉 的 
公式 而 言 ) ,这 个 困难 是 什么 呢 ? 


每 船 在 港 逗留 时 间 
= i 4,1_.1 
W,= W, + 二 =0110=3 周 人 钦 


@ 若 租用 新 泊位 ,相当 于 C=2,4 =5,y =10,p= 充 =0.25, 用 线性 插值 公式 查 表 求 W.… 
x, 步 又 如 下 
Wp=0.417+ 叶 窟 - (0.098 9-0.041 7)=0.070 3 


W,= 997 3 =0.007 03 
L,=W,"4=0.007x5=0.035 稻 / 周 
比 原 来 减少 的 赔付 损失 费 为 
20 000x (0.5-0.035)=9 300>5 000 
因此 ,值得 租用 另 一 泊位 。 
i M/M/1/co /wm ,A=5, n=15, 


5 5 
L,=13-5- 放 = 证 ~0.167 稻 / 周 


比 原来 减少 的 赔付 损失 费 为 
20 000x(0.5-0.167)=6 660>5 000 
因此 ,租用 新 式 设备 也 是 值得 的 。 


@ 若 四、 加 两 项 措施 并 举 ,相当 于 C=2, 但 两 个 服务 台 的 平均 服务 率 y 不 相等 ,与 人 们 前 
悉 的 公式 前 提 不 符 。 
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13.5 一 般 服 务 时 间 的 MZGVL 排队 模型 


本 节 讨 论 具有 泊 松 输入 一 般 分 布 的 服务 时 间 、 系 统 容量 和 顾客 源 均 无 限制 的 单 服务 台 排 
队 系 统 。 


13.5.1 M/GAL/%w /co 排队 模型 


假设 服务 时 间 v 的 期 望 E(w) 和 方差 D(v) 存 在 ,服务 强度 p=2E(v)<1, 则 可 利用 布 拉 
切 苑 辛 钦 (PK) 公 式 及 里 特 公式 求 出 系统 运行 指标 : 


了 .= AW = 工 . -0 
其 中 上 , 的 计算 公式 称 做 PK 公式 。 它 表明 ,只 要 知道 服务 时 间 v 的 期 望 和 方差 ,而 不 管 v 是 
服从 什么 分 布 ,都 可 以 求 出 系统 运行 指标 。 
例 13.9 有 一 汽车 冲洗 台 ,汽车 按 平均 每 小 时 18 辆 的 泊 松 流 到 达 , 冲洗 时 间 的 期 望 
E(w)=0.05h/ 辆 ,方差 D(v)=0.01h/ 辆 , 求 系统 的 运行 指标 ,并 对 系统 进行 评价 。 
解 ”此 问题 属于 M/G/L/co /co 类 型 ,4 = 18,0= 二 AE(v)=0.9,D(vwv)=0.01, 于 是 有 


2 x : 2 
= 于 -=20.25 辆 入 


工 .= 如 ,25+0.9=21.15 辆 人 h 


W,= =1.175 h/ 辆 


,= =1.125 h/ 辆 
上 述 结果 表明 ,该 服务 机 构 存在 的 突出 问题 是 顾客 的 平均 等 待 时 间 太 长 ,是 被 服务 时 间 的 


1.125 _ 
5 倍 。 


13.5.2 M/AD/A/%w /co 排队 模型 


作为 MAG/AL/oo /的 一 种 特殊 情形 ,M/DAL/oo /co 表示 泊 松 输入 、 定 长 服务 时 间 以 及 系 
统 容 量 和 顾客 源 均 无 限制 的 单 服务 台 排队 系统 。 这 里 的 服务 时 间 wv 三 E(w) ,D{v)=0, 由 P- 


K 公式 可 得 
2 2 
一 ue -一 一 = 
-~ 上 :wy -Lt 
人 


若 记 E(v)- 上, 则 有 
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A A 
Dt Np) 
均 为 标准 的 M/AM1 系统 相应 运行 指标 什 的 一 半 , 可 见 系统 内 部 越 有 规律 越 省 时 间 。 

例 13.10 其 实验 室 有 一 台 身 动 检 验 机 器 性 能 的 仪器 ,要求 检验 机 器 的 顾客 按 泊 松 过 程 
到 达 ,平均 每 小 时 4 个 顾客 ,检验 每 台 机 器 所 需 时 间 为 6 min。 求 : 〇 在 检验 室内 的 平均 机 器 台 
数 工 ,;G 等 待 检验 的 平均 机 器 台数 L,;@@ 每 台 机 器 在 室内 的 平均 消耗 时 间 急 ,;@ 每 台 机 器 平 
均等 待 检验 的 时 间 W,。 


解 。” 此 问题 属于 (M/DA/eo/oo) 类 型 ,A=4 个 作 ,E(w)= 币 hsp= 厕 ,D(v)=0 


(0.4 关 _ 
中 [.=0.4+5ri203=0.533 台 
四 Lu=0.533 -0.4=0.133 台 
OW,= L733 =0.133 N= ia 
OW, = =0.033 h=2 min 
13.5.3 M/E /LAco yeo 排 队 模 型 


本 模型 也 是 M/GA1/oo /co 的 一 种 特殊 情形 ,服务 时 间 v 服从 & 阶 爱 尔 朗 分 布 。 其 实际 背 
景 是 服务 机 构 由 个 串联 的 服务 台 组 成 ,顾客 为 接受 服务 须 经 过 全 部 & 个 服务 台 。 每 个 服务 


台 的 服务 时 间 w 均 服从 参数 为 ky: 的 负 指数 分 布 , 则 总 共 的 服务 时 间 = yw 便服 从 阶 爱 
尔 角 分 布 , 且 E(w)=,D(v)= 忆 1。 由 Pk 公式 有 


1 
(+ ) 2 
ee 2(1-] 4 2k pp 
F 
-1 +Dp 
L.=L, P28t1~ op) 
L, L 
We Wo 


例 13.11 某 单 人 裁缝 店 做 西服 ,每 套 锅 经 过 4 个 不 同 的 工序 ,4 个 工序 完成 后 才 开 始 做 
另 一 套 。 每 一 工序 的 时 间 服 从 负 指 数 分 布 ,平均 为 2 h。 顾 客 到 来 服从 泊 松 分 布 ,平均 订 货 率 
为 每 周 5.5 套 ( 设 一 周 工作 6 天 ,每 天 8 h)。 问 一 顾客 为 等 到 做 好 一 套 西 服 平 均 需 多 长 时 间 ? 


解 此 问题 属于 (MP,tAeo/eo) 类 型 ,1 = 5.5 套 / 周 , 屯 = 2 hz = 二 套 怀 =6 套 / 周 , 


5.5 ， (党 ) + 66.57 


2 
6 5.5 
2 人 1 人 jx4 
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顾客 为 等 到 做 好 一 套 西服 的 平均 时 间 


了、 7,2188 
5 1.3 周 


在 ME /ieeveo 中 , 当 到 =1 时 即 为 MAMA/oo/%w, 而 当 k 一 吕 时 , 即 化 为 MA/DA1/o%7 


ooo 


本 节 讨论 了 服务 时 间 服 从 一 般 分 布 的 几 种 排队 模型 。 对 于 到 达 和 服务 均 为 一 般 分 布 的 情 
形 , 可 采用 随机 模拟 的 方法 求 得 近似 解 。 


13.6 排队 系统 的 优化 


排队 系统 的 优化 一 般 包 括 芮 方面 的 问题 :一 是 系统 设计 优化 , 即 如 何 设计 一 个 排队 系统 可 
使 总 效益 最 优 ,这 属于 静态 优化 问题 ;二 是 系统 控制 优化 , 即 对 于 一 给 定 的 排队 系统 如 何 运营 
可 使 某 目标 达到 最 优 ,这 属于 动态 优化 问题 。 本 节 只 讨论 前 者 , 即 系 统 设计 优化 问题 ,主要 讨 
论 MA/M71 系统 的 最 优 服务 率 和 M/AM/C 系统 的 最 佳 服务 台数 的 确定 。 


13.6.1 M/M/ 系统 的 最 优 服务 率 y* 


1. 标 准 的 MXMV1 系统 . 
设 C, 为 系统 对 每 位 顾客 的 单位 时 间 服 务 成 本 ; C。 为 每 位 顾客 在 系统 停留 单位 时 间 的 损 
失 费 用 ;z 为 总 费用 。z 由 来 自 系 统 的 服务 成 本 Cr 和 来 


ce。 自 顾客 的 等 待 损失 C。L, 构成 ,L,= -也 由 上 决定 。 


费用 曲线 如 图 13.9 所 示 。 
目标 是 极 小 化 总 费用 z, 即 
min z= Cnr+ CL, 





令 
dz 


1 
sz=C.+C = 
dp eA (p~4) '. 


解 得 5 -14+ /C2. 


如 果 目 标 为 系统 的 服务 利润 最 大 化 , 仍 记 x 表示 总 利润 , 则 表达 式 为 

max z=p(1- Po)G-C,p 
其 中 G 为 单位 时 间 对 每 位 顾客 服务 的 收入 ,Pu=1- 和。 

例 13.12 设 货船 按 泊 松 流 到 达 某 一 港口 ,平均 到 达 率 1 = 50 条 /天 ,平均 务 货 率 为 y。 
又 知 船 在 港口 停泊 一 天 的 费用 为 货币 单位 ,平均 印 货 费 为 2C,, 其 中 C,=2 货币 单位 , 求 使 
总 费用 最 少 的 平均 服务 率 .* 。 

解 ” 此 问题 属于 标准 的 M/M/1 系统 服务 率 优化 问题 =50,C,=2,C, =1, 最 佳 服务 率 


£4 =A + 会 =50+ 弛 =55 条 /天 


为 
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2. 系统 容量 有 限 的 M/M/1 系统 
设 考虑 的 目标 是 系统 的 服务 利润 最 大 化 。 用 z 表示 总 利润 , 则 有 
max z=A(1- PV)G- Cp 
其 中 A(1- PN ) 为 顾客 的 有 效 到 达 率 , 即 单位 时 间 实 际 进入 系统 的 顾客 数 (等 于 单位 时 间 实 际 
服务 完 的 顾客 数 rt1- 忆 ,));4(1 一 Ps)G 为 单位 时 间 的 服务 总 收入 。 将 z 表示 为 


=A0 fr Cpu= M0 rh Cp 
dz _ 4 
令 gu “0, 得 

N+1 N-(N+1} 二 yl _Cs 

有 | (1- oy | G 
当 给 定 N 和 人 后 ,部 可 由 上 式 解 得 x 。 


实际 中 还 有 一 些 其 他 形式 的 M/M/1 系统 服务 优化 问题 ,可 根据 具体 情况 处 理 。 

例 13.13 考虑 一 个 M/M/AN /oo 系 统 , 设 和 =10 人 ,wx =30 人 人 h,N =2。 管理 者 想 
改进 服务 机 构 ,方案 有 两 个 :方案 A 是 增加 一 个 等 待 空间 ,即使 N=3; 方 案 B 是 提高 平均 服务 
率 到 j=40 个。 设 每 服务 一 个 顾客 的 平均 收入 不 变 , 问 哪个 方案 将 获得 更 大 竟 收 入 ? 若 4 
增加 到 30 和 人 小, 又 将 得 到 什么 结果 ? 

解 ”对 于 方案 A, 单 位 时 间 内 实际 进入 系统 的 顾客 平均 数 为 


= 
me 
对 于 方案 B,y = 和 0 信人 ,单位 时 间 内 实际 进入 系统 的 顾客 平均 数 为 


二 (人 


(iy =9.52 人 


二 
hx= MI-PD)=A 人 1 全)=10 





=9.75 人 








ia0- Pi 人 三 全) 








由 于 收入 由 顾客 数 决定 , 故 方案 A( 扩 大 等 待 空间 ) 将 获得 更 大 的 收入 。 
若 增加 到 30 向, 有 


区 3 _ 
A4=30X3 寺 T=22.5 人族 





故 方案 B( 提 高 服务 率 ) 将 获得 更 大 的 收入 。 
13.6.2 M/MAC 系统 的 最 佳 服务 台数 C* 


这 里 仅 讨论 标准 的 M/M/C 系统 。 设 C， 为 每 个 服务 台 的 单位 时 间 服 务 成 本 , C。 为 每 位 
顾客 在 系统 停留 单位 时 间 的 损失 费用 , = 为 总 成 本 ,目标 为 
min z= CC+C,.L., 
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这 里 z= z(C) 是 台数 C 的 离散 函数 ,不 能 采用 求 导 的 方法 求 极 值 点 ,可 采用 边际 分 析 法 。 
设 C "是 zx(C) 的 极 小 点 , 则 C "应 满足 
。 ~1) 
x(C”) 和 xz(C" +1) 
化 简 得 


L.(C)-L(C' +DSE<L(C -1)-L,(C’) 


依次 计算 L,(1)、L,(2)、L,(3)、…… 的 相 邻 丙 项 之 差 ,看 此 数 守 落 在 哪 二 者 之 间 , 便 可 确定 
C 。 

例 13.1.4 ” 某 检验 中 心 为 各 工厂 服务 ,要 求 做 检验 的 工矿 (顾客 ) 的 到 来 服从 河 松 流 ， 
均 到 达 率 为 每 天 48 次 ,每 次 来 检验 由 于 停工 等 原因 扳 失 为 6 元 。 服 务 ( 做 检验 ) 时 间 服从 负 指 
数 分 布 ,平均 服务 率 每 天 25 次 ,每 设置 1 个 检验 员 的 服务 成 本 (工资 及 设备 损耗 ) 为 每 天 4 元 ， 
其 他 条 件 适合 标准 的 M/M/C 系统 。 问 应 设 几 个 检验 员 可 使 总 费用 的 平均 值 为 最 小 ? 


解 C.=4,C。=6,4=48,p=25, =1.92, 设 检验 员 数 为 C ,根据 标准 的 M/AM/C 模型 


的 有 关 计算 公式 ,有 
Po-[T 0 (1. (p+ 1 (1.92)° a 
TC-DIC-1% 
P 下 92)cr 
L001 +1 
将 C=1.2.3.4.5 依次 代入 计算 得 到 表 13.6。 
襄 13.6 


LO) -LC+I)— 
L(C-1)-L,(C) 
21.84$~o0 


0.582 一 21.845 
0.111~0.582 









总 费用 {元 /天 ) 








由 于 -部 =0.67 落 在 区 间 (0.582,21.845) 内 , 故 C* =3, 即 当 设 3 个 检验 员 时 可 使 总 
费用 z 最 小 。 最 小 总 费用 
z(C"' )=z(3)=27.87 元 。 
习 题 
13.1 茶 昔 人 理 发 店 的 顾客 到 达 为 泊 松 流 ,平均 每 小 时 3 人 ,理发 时 间 服 从 负 指 数 分 布 ,平均 需 10 nmin, 


(1) 理 发 店 空 闪 的 概 宰 ; 
(2) 店 内 有 4 个 顾客 的 概 宰 ; 
(3) 店 内 至 少 有 1 个 顾客 的 概率 ; 
(4) 店 内 顾客 的 平均 数 ; 
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《5) 等 待 理发 的 顾客 平均 数 ; 

(6) 顾客 在 店内 平均 等 待 时 间 ; 

(7) 顾 客 在 店内 须 消 耗 15 min 以 上 的 概率 。 

13,2 设 有 一 单 人 打字 室 , 顾 客 的 到 达 为 泊 松 流 ,平均 到 达 时 间 间 隔 为 20 min, 打 字 时 间 服 从 负 指 数 分 
布 ,平均 为 15 min。 求 : 

(1) 顾 客 来 打字 不 必 等 待 的 概率 ; 

〈2) 打 字 室 内 显 客 的 平均 数 ; 

{3) 顾 客 在 打字 室内 的 平均 介 留 时 间 ; 

《4) 若 顾客 在 打字 室内 的 平均 逗留 时 间 超 过 1.25 h, 则 主人 将 考虑 增加 设备 及 打字 员 。 问 顾客 的 平均 到 
达 率 为 多 少 小 时 ,主人 才 会 考虑 这 样 做 ? 

13.3 汽车 按 平均 每 小 时 90 辆 的 泊 松 流 到 达 高 速 公路 上 的 一 个 收费 关卡 ,通过 关卡 的 平均 时 间 为 38 s。 
由 于 坡 驶 人 员 反 映 等 待 时 间 太 长 ,主管 部 门 打算 采用 新 装置 ,使 汽车 通过 关卡 的 平均 时 间 减 少 到 平均 30 s。 
但 增加 新 装置 只 有 在 原 系统 中 等 待 的 汽车 平均 数 超过 5 辆 和 新 系统 中 关卡 的 空闲 时 间 不 超过 10% 时 才 是 合 
算 的。 根据 这 一 要 求 ,分 析 采 用 新 装置 是 凑合 算 ? 

13.4 某 工 三 有 一 个 半成品 加 工 操作 闻 ,内 设 一 个 半成品 加 土 操 作 台 和 可 存放 2 个 待 加 工 半成品 的 场 
地 。 已 知 半成品 按 平 均 每 天 3 个 的 泊 松 过 程 到 达 该 操作 问 ,而 完成 该 半成品 加 工 的 必要 时 间 服 从 平均 每 个 需 


二 天 的 负 指 数 分 布 。 车 半成品 到 达 操 作 间 时 操作 间 内 已 没有 场地 存放 , 则 要 运往 其 他 较 远 的 地 方 。 求 ; 


(1) 操 作 间 空闲 的 概率 ; 
《2) 半 成 品 到 达 操 作 间 时 又 需 运 往 其 他 地 方 的 概率 ; 
(3) 如 果 每 移动 一 个 半成品 到 它 处 需 100 元 ,为 提高 效率 减少 移动 费用 ,可 采用 两 种 改进 方案 。 方 案 一 ; 


增加 一 个 半成品 存放 场地 ,每 天 需要 10 元 ;方案 二 :提高 加 工效 率 至 每 个 半天 ,每 天 需 15 元 。 问 是 否 应 该 采 


用 改进 方案 ,如 应 该 则 采用 何 种 方案 最 佳 ? 

13.5 在 习题 13.1 中 ,理发 店内 只 有 5 把 椅子 供 人 们 排队 等 待 理发 。 当 5 把 椅子 都 坐 满 时 ,后 来 的 顾客 
不 进 店 就 离开 。 再 求 习题 13.1 中 的 (1) ~ (6) 问 ,并 求 (7) 顾 客 米 到 时 店内 已 满 的 概率 。 以 本 题 为 例 比较 系统 
容量 为 有 限 和 无 限 两 种 情形 的 结果 。 

13.6 某 企业 有 5 台 运 货车 辆 ,已 知 每 台 车 每 运行 100 hb 平均 需 维修 2 次 ,每 次 需 时 20 min, 需 维修 车 数 
和 维修 时 间 分别 服 从 泊 松 和 负 指 数 分 布 。 求 该 企业 全 部 车 辆 正常 运行 的 概率 ,及 分 别 有 1 ,2.3 辆 车 不 能 下 党 
运行 的 概率 。 

13.7 某 街 道口 有 一 电话 亭 ,在 步行 距离 为 4 min 的 失 持 处 有 另 一 电话 亭 ， 已 知 每 次 电话 的 平均 尼 话 时 
间 均 为 二 =3 min 的 负 指数 分 布 , 到 达 这 两 个 电话 亭 的 顾客 均 为 = 10 个 的 泊 松 流 。 假 如 有 一 名 顾客 去 其 
中 一 个 电话 亭 打 电 话 , 到 达 时 正 有 人 通话 ,并 且 还 有 一 个 人 在 等 待 , 问 这 名 顾客 应 在 原 地 等 待 ,还 是 转 去 另 _ 
电话 亭 打 电话 ? 

13.8 ”机场 有 两 条 跑道 ,一 条 专 供 起 飞 用 ,一 条 专 供 降落 用 。 己 知 要 求 起 蕊 和 要 求 降落 的 飞机 都 分 别 按 
平均 每 小 时 25 架次 的 泊 松 流 到 达 ,每 名 起 《或 降落 占用 跑 章 的 时 间 都 服从 平均 2 min 的 负 指数 分 布 。 又 设 
起 飞 和 降落 是 彼此 无 关 的 。 求 ; 

(41) 试 求 架 飞机 起 飞 或 降落 为 等 待 使 用 跑道 所 需 的 半 岁 时 间 ; 

《2) 若 机 场 拟 调整 使 用 跑道 办 法 ,每 条 跑道 都 可 做 起 飞 或 降落 用 ,但 为 了 安全 ,每 架 飞机 占用 跑道 时 间 延 
长 为 平均 2.16 min 的 负 指 数 分 布 ,这 时 要 求 起 飞 和 要 求 降落 的 飞机 将 混合 成 一 个 参数 为 50 架次 /由 的 泊 松 
到 达 流 。 试 计算 这 情形 下 的 平均 等 待 时 间 

(3) 以 上 两 种 方法 哪个 更 好 些 呢 ? 

13.9 一 个 办 事 员 核对 登记 的 申请 书 时 ,必须 依次 检查 8 张 表格 ,核对 每 张 表格 平均 需 1 min。 顾 客 到 达 
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率 为 每 小 时 6 人 ,核对 时 间 和 和 到达 间隔 均 服 从 负 指 数 分 布 。 求 : 

(1) 办 事 员 空 采 的 概率 ; 

(2)L, ,La, W,, Wo 

13.10 工件 按 泊 松 流 到 达 某 加 工 设备 ,4 =20 个 小 , 据 测 算 该 设备 每 多 加 工 一 个 工件 将 增加 收入 10 元， 
而 工件 每 多 等 待 或 滞留 一 个 小 时 将 增加 支出 1 元, 试 确定 该 设备 的 最 优 加 工效 率 re。 

13.11 庄 求 在 机 场 着 陆 的 飞机 数量 服从 泊 松 分 布 ,平均 每 小 时 18 架次 ,每 次 着 陆 希 占用 机 场 跑道 的 平 
均 时 间 为 2.5 min, 服 从 负 指 数 分 布 。 试 问 该 机 场 应 设置 多 少 条 跑道 ,使 要 求 着 陆 的 飞机 需 在 空中 等 待 的 概率 
不 超过 5% , 求 这 种 情况 下 跑道 的 平均 利用 率 。 
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第 14 章 马尔 可 夫 分 析 





14.1 引言 


马尔 可 夫 分 析 法 是 禾 国 数学 家 马尔 可 大 (A. Markov) 在 1907 年 提出 ,并 由 蒙特 - 卡 罗 
(JMote-Carlo) 加 以 发 展 而 建立 的 一 种 分 析 方法 。 它 主要 用 于 分 析 随 机 事件 未 来 发 展 变化 的 趋 
势 , 即 利用 某 一 变量 的 现在 状态 和 动向 去 预测 该 变量 未 来 的 状态 及 其 动向 ,以 预测 未 来 某 特定 
时 期 可 能 产生 的 变化 ,以 便 采取 相应 的 对 策 。 

为 了 了解 马尔 吕 夫 分 析 用 于 “预测 一 对 策 一 决策 ”的 情况 ,首先 介绍 一 个 实例 , 即 所 谓 的 商 
标 转换 问题 。 

例 14.1 设 某 地 居民 的 牛奶 供应 由 A、B、C 三 厂 负责 ,每 月 订 一 次 ,为 简化 问题 的 讨论 , 假 
定 牛 奶 固 定 销售 给 1 000 户 顾 客 ,要 订 哪 厂 牛奶 由 顾客 自己 选择 。 因 广告 宣传 .服务 质量 等 原 
因 , 用 户 会 改换 厂家。 假设 有 6 月 份 三 个 厂 销售 情况 的 市 场 调查 记录 ,具体 统计 资料 如 表 14. 
1 所 示 。 


早 14.1 
六 月 份 顾客 的 变化 





由 表 中 数据 可 知 ,A 厂 6 月 份 从 B.C 厂 得 到 了 60 户 顾客 ,然而 失掉 了 40 户 ( 净 增 20 户 ); 
B 从 A、C 得 到 40 户 ,然而 失去 50 户 ( 净 失 10 户 ),C 从 A.B 得 到 35 户 ,然而 失去 了 45 户 ( 净 
失 10 户 )。 因 此 ,A 厂 6 月 份 所 增加 的 20 户 顾客 实际 上 是 这 三 厂 原来 顾客 动态 变化 的 结果 ， 
市 场 上 称 这 种 行为 为 商标 转换 。 
牛奶 广 为 做 好 销售 工作 ,就 应 当 对 此 进行 更 细微 的 分 析 。 下 面 进 一 步 分 析 三 厂 顾客 得 失 
的 详细 情况 ,并 算出 它们 得 失 的 概率 如 表 14.2 所 示 。 
表 中 p; 表 示 i 失 于 j 的 概率 ,如 B 厂 6 月 份 失 于 A 厂 35 户 ,而 B 有 500 户 ,因此 ,B 厂 6 
月 份 失 于 A 的 概率 为 
pea =35/500=0.070 
同 理 ,可 得 
pea=25/300=0.083, pa, =160/200=0.80 
pap=20/200=0.10, pm =450/500=0.00 
pes=20/300=0.067, pa =20/200=0.10 
psc =15/500=0.030, pec =255/300=0.85 
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牛奶 厂 
6 月 1 日 顾客 数 




















a 0.80 0.10 0.10 


B| 0.07 0.90 0.03 


C 


( 闪 册 涯 斑 议 ) 


0.083 0.067 0.85 


(维持 和 损失 ) 

如 矩阵 第 一 行 表示 A 厂 以 0.8 的 概率 保持 原 订户 ,以 0.1 的 概率 丧失 原 订 户 于 B 厂 ,以 
0.1 的 概率 丧失 原 订户 于 C 厂 。 第 一 列表 示 A 厂 以 0.8 的 概率 保持 原 订户 ,以 0.07 的 概率 从 
B 厂 获得 新 订户 ,以 0.083 的 概率 从 C 厂 获得 新 订户 。 显 然 , 有 了 这 样 的 信息 ,就 比较 容易 考 
察 用 户 的 转换 情况 。 

根据 以 上 数据 可 做 以 下 工作 ，; 

中 预测 未 来 基 个 时 刻 各 销售 者 在 市 场 上 占有 的 份额 (市 场 占有 率 ); 

罗 预 测 将 来 销售 者 在 市 场 份额 的 得 失 比 率 ; 

二 预测 市 场 是 否 会 出 现 市 场 平衡 状态 (稳定 市 场 份额 ); 

由 按 对 市 场 份额 得 失 分 析 销 售 者 的 推销 活动 ,指导 生产 厂家 促销 。 

如 可 根据 上 述 数据 预测 8 月 1 日 AB.C 三 厂 的 市 场 占有 率 , 则 8 月 1 日 的 状态 为 

0.8 0.1 0 
[0.22 0.49 0.29) om 0.9 0.03 
.083 0.067 0.85, 
如 AA 厂 占 有 份额 = 0.22x0.8 +0.07x0.49+0.083x0.29=0.234 
(A 厂 保持 率 ) (B 厂 转 入 率 ) ”{C 厂 转 信 率 ) 
其 中 ,向 量 [0.22 0.49 0. 29] 为 各 三 7 月 份 的 市 场 占有 份额 (订户 数 与 总 订户 数 之 比 )， 则 8 
月 份 A 厂 拥有 全 部 顾客 的 23.4%,B 厂 为 48.3%,C 厂 为 28.3%。 

如 果 要 预测 9 月 份 .10 月 份 甚至 更 远 时 期 的 市 场 占 有 率 , 世 可 以 像 上 面 那样 , 逐 月 计算 得 
到 。 可 见 ， 马尔 可 夫 分 析 方 法 能 为 决策 者 提供 许多 有 价值 的 参考 信息 。 其 应 用 范 国 是 广博 的 。 

那么 ,马尔 可 夫 分 析 主 要 的 研究 内 容 是 什么 呢 ? 从 引 例 知 ， 某 些 事物 在 发 展 变化 ,现在 的 





=[0.234 0.483 0.283] 
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状态 (试验 结果 ) 只 与 过 去 前 一 次 试验 有 关 , 而 与 在 此 以 前 的 经 过 无 关 , 则 称 这 样 的 过 程 为 马尔 
可 夫 过 程 。 一 连 串 (若干 个 ) 离 散 的 马尔 可 夫 过 程 的 整体 , 称 为 马尔 可 夫 链 。 因 而 ,如 同 引 例 中 
列举 的 那样 ,对 于 马尔 可 夫 链 或 马尔 可 夫 过 程 可 能 产生 的 演变 加 以 分 析 ,以 观察 或 预测 其 未 来 
发 展 变化 的 趋势 便 是 马尔 可 夫 分 析 的 研究 内 容 。 

由 于 马尔 可 夫 过 程 为 概率 过 程 ,所 以 在 研究 马尔 可 夫 过 程 之 前 ,首先 要 阐 明 概率 向 量 \, 概 


率 矩 阵 与 正规 概率 矩阵 等 基本 概念 。 
14.2 关于 正规 随机 矩阵 的 一 些 知识 
1. 概 率 向 量 


任意 一 个 向 量 w=[wu， wu， … wu, 了 ,车 ww 之 0, 且 也 w=1, 则 称 4 为 概率 向 量 。 例 
14.1 中 矩阵 的 每 一 行 均 为 一 个 概率 向 量 。 

2. 概率 矩 阵 

在 方 阵 P=[ ps].x. 中 ,车 各 个 行 向 量 都 为 概率 向 量 , 则 称 此 方 阵 为 概率 矩阵 或 随机 矩 
阵 。 例 14.1 中 的 矩阵 就 是 一 个 随机 虐 阵 。 

概率 矩阵 具有 如 下 人 性质 。 

性 质 14.1 设 wER" 为 一 个 概率 向 量 , 4 = [ai ],x, 是 一 个 概率 矩阵 , 则 4Tu =y 也 是 
一 个 概率 向 量 。 


证 yy =u A=[u ws … w,] 





=[ 2 ziCQil 5 UA > uiQin ] 
则 六 各 分 量 之 和 为 


2 3 = 于 Dua, = > Das Du,=1 
所 以 ,A Tu 为 一 个 概率 向 量 。 
性 质 14.2 若 4 和 B 都 为 概率 矩阵 , 则 4B 亦 为 概率 矩阵 ,4 亦 为 概率 矩阵 。 
证 用 4,. 表 示 由 矩阵 4 的 第 i 行 组 成 的 向 量 , 由 性 质 14.1 知 ,B"A,. 都 是 概率 向 量 ,而 
ATB 
pn : 
i.B 
故 AB 的 每 一 行 组 成 的 向 量 均 为 概率 向 量 , 即 AB 为 随机 和 拖 阵 ,从 而 易 证 4* 为 随机 矩阵 。 
3. 正 规 概率 炬 阵 


对 于 任 一 概率 矩阵 了 ,车 存在 m ,使 P" (zm 为 大 于 1 的 正 整数 ) 的 所 有 元 素 都 是 正 数 , 则 
称 P 为 正规 概率 矩阵 (由 性 质 14.2 知 ,p” 必 是 一 个 随机 矩阵 )。 
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1 1 
0 1 了 本 
如 概率 矩阵 P= 1 | ,P’ = ， | , 则 PP 是 一 个 正规 概率 和 矩阵。 再 如 概率 和 矩阵 
2 本 地 
4 4 
1 0 1 0 1 0 1 0 
os 1 0-|3 中 -| 1 0 2” -1 1 |; 则 8 不 是 正规 概率 
2 2 4 也 8 8 2 2 
矩阵 。 
以 下 给 出 正规 随机 矩阵 的 几 个 重要 性 质 。 


若 4 是 一 个 正规 随 本 矩阵 , 则 有 : 

中 一 定 存在 一 个 概率 向 量 多 ,使 得 4 天 = 天 成 立 , 且 天 的 各 分 量 此 为 正 数 ; 

@4 的 各 次 方 守 41 .4 .43 …、44…… 组 成 的 序列 会 趋 近 于 一 个 固定 方 阵 吾 , 即 A 人 
一 且 ( 当 有 ~>co), 且 有 的 每 一 行 均 为 刁 7; 

@ 设 & 为 任 一 n 维 概率 向 量 , 则 向 量 序列 ATE (AT 下 (并 有 (4 有 vv 趋 
近 于 概率 向 量 多, 即 有 (A4*) i'w 一 处 (k 一 00)。 


0 1 
例 14.2 试用 正规 随机 矩阵 A = 1 1 验证 上 述 定理 。 
2 


解 ” 俊 概率 向 量 X=[x， zz】 满足 方程 组 4 7 天 = 下 ,于 是 便 得 到 方程 组 


1  _ 
2 一 之 ] 
二 寺 z 三 x; 
不 难看 出 ,这 个 方程 组 的 两 个 方程 不 是 相互 独立 的 ,事实 上 ,将 这 两 个 方程 相 加 ,可 得 恒 等 
式 : 


XI 十 Xr + rs 
于 是 ,用 方程 zx + zz=1 来 取代 上 述 方程 组 中 的 第 2 个 方程 ,得 新 的 方程 组 
Xi 二 一 1 
解 之 得 
X=[z zjr= 上 | | 


0 
进一步 ,矩阵 序列 4! 、A?、A”、…… 趋 近 于 各 行 都 以 向 量 X! 所 构成 的 方 阵 B。 


严 三 
事实 上 ,有 
1 1 1 3 3 5 3 11 
A2 = 2 2 A 4 4 A 8 8 a 16 16 
1 3 | $ 1 11 21 
4 4 8 8 16 16j 2 32 
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11 21 
， | 要- 爱 
^ “|2 4 
64 64 
另 设 w=[Eu，， ws]" 为 任 一 概率 向 量 , 由 A4* 飞 B(R 王 %) 可 得 


(A:)'u—B'u 
| 
3 
2 | 一人 
3 


1 
uu 
ce He 


14.3 马尔 可 夫 链 











(ws + ua) 
(ut wa) 





14.3.1 一 般 随 机 过 程 


在 某 些 现实 系统 中 ,表征 系统 特征 的 变量 具有 随机 性 ,而 且 系统 状态 随时 间 而 变化 , 即 系 
统 状 态 变量 在 每 个 时 点 上 的 取 值 是 随机 的 ,那么 ,对 于 这 类 系统 就 需 用 以 时 间 为 参数 的 随机 变 
量 来 描述 。 系 统 状态 的 这 种 变化 过 程 常 称 为 随机 过 程 。 例 如 ,从 时 间 :=0 开始 记录 某 电 话 总 
机 的 呼叫 次 数 , 设 =0 时 没有 呼叫 ,至 时 刻 # 的 呼叫 次 数 记 作 N, , 则 随机 变量 族 | N, ,t 渤 01 是 
随机 过 程 。 

下 面 给 出 随机 过 程 的 有 关 概 念 。 

随机 过 程 (stochastic process) 是 指 依 束 于 一 个 变动 参数 : 的 一 族 随 机 变量 |X (1),: ET}。 
变动 参数 : 所 有 可 以 取 值 的 集合 T 称 为 参数 空间 。X{z) 的 值 所 构成 的 集合 S 称 为 随机 过 程 
的 状态 空间 。 按 S 和 了 是 离散 集 或 非 离散 集 可 将 随机 过 程 分 为 四 类 ( 略 )。 马 尔 可 夫 分 析 只 
涉及 随机 过 程 的 一 个 子 类 , 即 所 谓 的 马尔 可 夫 过 程 。 这 类 随机 过 程 的 特点 是 : 若 已 知 在 时 间 1 
系统 处 于 状态 X 的 条 件 下 ,在 时 刻 c(t>z) 系 统 所 处 的 状态 与 时 刻 t 以 前 系统 所 处 的 状态 无 
关 , 此 过 程 便 为 马尔 可 夫 过 程 。 

例如 ,在 液 面 上 放 一 微粒 , 它 由 于 受到 大 量 分 子 的 碳 接 ,在 液 面 上 作 不 规则 运动 ,这 就 是 布 
朗 运动 。 由 物理 学 知 , 已 知 在 时 刻 上 的 运动 状态 条 件 下 ,微粒 在 t 以 后 的 运动 情况 和 微粒 在 + 
以 前 的 情况 无 关 。 著 以 X(t) 表 示 微 粒 在 时 刻 * 时 的 位 置 , 则 XX(:) 是 马尔 可 夫 过 程 。 

马 氏 过 程 一 般 分 为 三 类 ， 

DT 连续、S 离散 的 马 氏 过 程 ; 

@T 连 续 、S 连续 的 马 氏 过 程 ， 

8 械 离 散 ,S 离散 的 马 氏 过 程 , 即 马尔 可 夫 链 。 

本 书 主要 涉及 马尔 可 夫 链 ,所 以 ,以 下 介绍 马尔 可 夫 链 的 概念 。 


14.3.2 马尔 可 夫 链 


定义 14.1 设 1X,,n =0,1,2,…} 是 一 个 随机 变量 序列 ,用 “X, = i" 表 示 时 刻 n 系统 处 
于 状态 ; 这 一 事件 , 称 p, (n)= p(X,,| =j|X, = i ) 为 在 事件 “X, = i” 出 现 的 条 件 下 ,事件 
x+1= 庆 出 现 的 条 件 概率 , 又 称 它 为 系统 的 一 步 转移 概率 。 若 对 任意 的 非 负 整数 i ,iz、\ 
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人 Ji 及 一 切 n 之 0, 有 p(X, =j|X, =i, X=i ,k=1,2, ,nn -1)= p(X,., =j| 
XX 三 让 二 pp,《7), 则 称 1X, 是 一 个 马尔 可 夫 链 。 

马尔 可 夫 链 的 定义 说 明 ,过 程 在 每 一 时 刻 上 的 状态 仅仅 取决 于 过 程 在 前 一 时 刻 上 的 状态 ， 
而 与 这 之 前 的 状态 无 关 。 这 一 性 质 便 是 马尔 可 夫 链 的 无 后 效 性 或 无 记忆 性 。 

例如 ,有 一 位 蜂 客 每 天 向 一 家 商店 买 一 包 香 烟 。 他 购买 香烟 并 不 固定 于 一 种 牌号 ,商店 中 
A.B.C.D\E 五 种 牌号 的 香烟 他 都 有 可 能 购买 。 设 X,, 表示 他 在 第 m 天 购买 的 香烟 牌号 。 若 
这 个 人 只 记得 昨天 抽烟 的 味道 ,以 前 都 不 记得 了 ,那么 X, 取 什 么 值 ,只 与 X,.| 取 什么 值 有 
关 , 则 {XX | 构成 一 个 马尔 可 夫 链 。 

进一步 , 若 系统 无 论 何 时 从 状态 i 出 发 ,经 步 转移 到 状态 ; 的 概率 都 相同 , 即 有 下 式 成 
了 之: 

p(X = | X=1)= p(X =j|X, =1) 

其 中 ,i ,j 蕴 为 正 整 数 ,* 为 任 一 正 整数 , 则 称 此 马尔 可 夫 链 为 齐 次 马尔 可 夫 链 。 以 后 主要 
研究 齐 次 马尔 可 夫 链 ,并 赂 去 “ 齐 次 "二 字 。 

若 系统 的 一 步 转移 概率 p, (nn) 二 p(X, =j|X, = 1) 与 初始 时 刻 n 无 关 , 则 可 简 记 为 
Ps。 用 图 14. 1 的 状态 转移 图 把 它 表示 出 来 。 

显然 ,一 步 转移 概率 具有 如 下 性 质 ， 


p20 {i,j=1,2,.…,n) 
J=1 
把 各 状态 之 间 的 一 步 转移 概率 排 成 


加 


矩阵 
pu pe pi, 图 14.1 
p= Pa i Ee he 
py Pb2 pn 
称 P 为 转移 矩阵 。 


每 个 状态 i 对 应 转移 矩阵 P 的 第 i 行 。 若 系统 处 于 状态 ;, 则 该 行 向 重 表示 下 一 次 试验 的 
所 有 可 能 结果 的 概率 。 因 此 , 它 是 一 个 概率 向 重 , 所 以 转移 矩阵 P 是 一 个 概率 矩阵 。 

转移 概率 矩阵 P 决定 了 各 状态 间 的 转移 规律 。 

例 14.3( 天 气 预报 问题 ) 如 果 明 日 是 否 有 雨 仅 与 今日 天 气 (是 否 有 雨 ) 有 关 , 而 与 过 去 的 
天 气 无 关 , 并 设 今日 下 雨 , 则 明日 有 雨 的 概率 为 ,今日 无 雨 则 明日 有 雨 的 概率 为 pi; 又 假定 把 
有 雨 称 为 0 状态 天 气 ,无 责 称 为 1 状态 天 气 , 则 本 例 是 一 个 两 状态 的 马尔 可 夫 链 。 它 的 一 步 转 
移 概率 矩阵 为 
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14.3.3 大 步 转移 概率 与 上 步 转移 短 阵 


py 是 系统 从 状态 i 一 步 转移 到 状态 ) 的 概率 ,那么 ,该 系统 从 状态 i 恰好 经 步 转移 到 状 
态 j (i 一 1>2~>…-> 大 一 1 一 7) 的 概率 是 多 少 呢 ? 

这 里 ,对 于 齐 次 马尔 可 夫 链 , 称 条 件 概率 pi = p(X ==j|Xi = 站 为 从 状态 i 到 状态 j 
的 上 步 转移 概率 (在 我 们 讨论 的 问题 里 ,假设 状态 集 为 有 限 集 ) ,并 称 矩 阵 P= (pp 四),、, 为 上 
步 转移 矩阵 。 显 然 ,P 为 概率 矩阵 , 即 有 


py >0 Gi,j=1,2,0,n); Dp =1 (i=1,2,.…,n) 
以 下 通过 实例 给 出 某 些 重 要 结论 。 
例 14.4 某 商 店 对 前 一 天 来 店 分 别 购 买 A.B.C 牌号 香烟 的 顾客 各 100 名 的 购买 情况 进 
行 统计 (每 天 都 购 一 包 ) ,统计 结果 如 表 14.3 所 示 。 


甫 14.3 





不 妨 认 为 顾客 在 每 次 购买 香烟 时 ,只 对 他 前 次 所 吸 牌号 有 印象 ,因此 ,商店 可 采用 一 个 齐 
次 马 氏 链 |X, | m =1,2,…| 描 述 顾客 对 香烟 的 需求 状况 。 随 机 变量 X。 表示 顾客 在 第 x 天 
购买 的 香烟 牌号 。 为 方便 起 见 ,不 妨 设 1、2、3 分 别 代表 顾客 购买 A.B.C 三 牌号 香烟 的 不 同 状 
态 , 故 由 表 中 数据 不 难 算出 ,此 马 氏 链 的 一 步 转移 矩阵 


0.2 0.5 0. 
-P= 0 0.7 | 
.3 0.3 0. 
假定 一 位 顾客 在 第 一 天 购买 牌号 A 的 香烟 ,试问 他 在 第 三 天 购买 牌号 B 的 概率 是 多 少 
呢 ? 这 实际 上 要 求 的 是 二 步 转移 概率 p 人 2 。 
如 设 第 一 天 购买 各 脾 导 ,第 二 天 购买 ABC 的 概率 分 别 为 pu=0.2, p=0.,5, ps = 
0.3; 而 第 二 天 买 A\B.C, 第 三 天 买 B 的 概率 为 bu =0.5,p,, =0.7,p; =0.3, 则 第 三 天 购买 3 


的 概率 为 二 步 转移 概率 p 名 = p(X;=2|X, =1)。 结 合 14.2 图 示 , 根 据 概 率 乘法 公式 与 互 斥 
性 得 


pu 
pl = pu putprpnt+pispa=[pn pr pa] 四 


pa 
0， 
=[0.2 0.5 0.3]10.7| =0.54 
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(第 二 天 ) 


A 
Pu pu 
A (第 一 天 ) Pa _。H ~ B( 第 三 天 ) 
I Se 
C 


图 14.2 
更 一 般 地 ,结合 14.3 图 示 , 可 得 齐 次 马 氏 链 的 二 步 转移 概率 及 二 步 转移 矩阵 为 
pe = Opph 
P= [WD jx =Pp-.p=Pp’ 


故 知 , 上 例 中 二 步 转移 矩阵 
0.23 0.54 0.23 
me- 0.62 中 
,24 0.48 0.2 
进一步 ,还 有 下 式 成 立 : 
pp” Sp 人间 , 即 了 Pt = pt pir-m) 


这 个 表示 n 步 转移 概率 基本 关系 的 方程 称 为 切 普 曼 - 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方程 (Champman-Kol- 
mogorov equation) ,但 这 里 必须 在 马尔 可 夫 假 设 条 件 下 方 能 成 立 。 上 述 公 式 的 证 明 有 关 文 献 
已 经 给 出 ,读者 不 妨 参 考 。 

应 用 切 普 曼 - 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方 程 易 知 ,P" = p” .P= pr" , 即 是 说 n 步 状 态 转移 矩阵 就 
等 于 一 步 状态 转移 矩阵 的 ”次 乘 方 。 

例 14.5 如 设 例 14.3 中 ,a=0.7,8=0.4, 则 

可 
0.4 0.6 
于 是 ,两 步 转移 概率 矩阵 为 
po=p.p=|07 ol a pd 
0.4 0.6J10.4 0.6」 .0.52 0.48 


四 步 转移 概率 矩阵 为 
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1» {0-61 ed 0.391 
L0.52 0.48j」L0.52 0.48: 
_ 70.5749 ee 
i0.566 8 0.433 2 
由 此 可 知 ,今日 有 十 第 五 日 仍 有 前 的 概率 为 P=0.574 9。 
如 果 希 望 得 到 第 & 步 的 状态 概率 , 则 必须 首先 知道 过 程 开始 时 的 概率 分 布 , 称 之 为 初始 


Pp = Pp p 


概率 分 布 , 记 为 
和 = [Am aD VTA = pHX = 20 DAY -1 
同样 ,第 步 的 概率 分 布 表示 为 可 
A = [A AM MA = pl =0, DA =1 
由 乘法 公式 得 和 


A =plR =j= pIX = Xo=il plRo =il= YAM pt 
写成 向 量 形式 为 :4 = (PP ) "TA,。 
上 式 表 明 , 第 步 时 的 状态 概率 是 初始 状态 概率 与 步 状 态 转移 矩阵 的 乘积 。 一 日 知道 
初始 状态 概率 和 一 步 转移 矩阵 , 则 马尔 可 夫 链 就 可 以 完全 确定 了 。 
如 在 例 14.1 中 ,可 根据 转移 概率 矩阵 P 以 及 7 月 份 各 厂 的 市 场 占有 率 . 通 过 上 式 , 依 次 
求 得 8.9 .10 月 份 …… 的 市 场 占 有 率 。 


14.3.4 稳 态 概率 


根据 马尔 可 夫 假 设 , 对 于 一 个 马 氏 链 ,车 已 经 知道 初始 状态 概率 4 = piX, = 让 和 一 步 
转移 矩阵 了 ,就 可 以 求 出 任意 时 刻 时 过 程 处 于 某 种 状态 的 概率 A" 三 piX =j1。 这 时 ,A 和 " 
=p1X, = 用 为 系统 瞬 态 概率 。 在 实际 应 用 当中 ,最 感 兴趣 的 是 当 rn 一 oo 时 ,在 统计 平衡 条 件 
下 系统 所 处 状态 的 概率 分 布 。 下 面 讨论 当 n 一 + co 时 马尔 可 夫 链 的 变化 。 

定义 14.2 车 极 限 lim X44" = 7 存在 , 且 > 17 = 1, 则 称 |147 [为 系统 的 平稳 分 布 ,入 ”= 
[Ai 小 … 4 ] 为 系统 的 稳 态 概率 向 量 。 

稳 态 概率 分 布 具 有 下 述 性 质 。 

性 质 14.3 稳 态 概率 分 布 与 初始 概率 分 布 无 关 。 

性 质 14.4 若 马尔 可 夫 链 是 标准 的 , 即 它 的 转移 概率 年 阵 P 是 一 个 正规 随机 矩阵 , 则 存 
在 一 个 概率 向 量 A =[ Az 站 A 本 满足 

PA =A° 
^， 即 为 状态 j 的 稳 态 概率 ,4' 为 稳 态 概率 向 量 。 

显然 , 若 转移 矩阵 为 正规 随机 移 阵 , 则 系统 就 必然 存在 平衡 状态 , 即 最 终 达 到 完全 与 初始 
状态 无 关 的 一 种 平衡 状态 。 由 正规 随机 惩 阵 的 性 质 不 难得 出 , PTA4" = 4 成立 。 

事实 上 ,性 质 14.4 也 可 以 如 此 理解 

由 于 
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不 =[P]'Ah=P [PA =P AN,., 
而 随 着 步 数 的 增 大 ,有 
im hs smh "1=4 
则 由 上 式 知 ,4* =P!4*。 
性 质 14.4 同时 也 给 出 了 一 个 求解 稳 态 概率 向 量 的 方法 ,结合 ;< = 1, 有 


P' 久 = 矿 (1) 
(i, =1 (2) 
其 中 ,外 =[x， xz。 … x,] , 式 (1) 称 为 平衡 方程 。 尽 管 在 平衡 方程 中 变量 数 与 方程 
数 相 等 ,但 在 转移 矩阵 中 必须 满足 每 行 元 素 之 和 为 1 ,所 以 应 联合 式 (2),( 用 式 (2) 替 换 式 (1) 
中 某 一 个 方程 即 可 ), 式 (2) 也 称 规范 化 方程 。 
求解 上 述 方程 组 , 即 得 稳 态 概率 向 量 和 
0.2 0.5 0.3 
例 14.6 例 14.4 中 的 一 步 转移 矩阵 了 = 区 0.7 0.1 
.3 0.3 0.4 
必 存 在 惟一 稳 态 概率 向 量 下 =[zx zz zs】 ,由 上 述 公式 可 得 
0.2rt,+0,27r; +0.3rx3= x 
U.3zi +0.77,+0.37x;= za 
Xi 二 zy 二 Ta = 
解 得 和 =[0.22 0.57 0.21]",X 即 为 平稳 状态 下 A.B、C 三 种 牌号 香烟 的 购买 率 。 
综 上 所 述 ,一 般 的 齐 次 马尔 可 夫 链 具有 如 下 一 些 性 质 。 
全 转移 概率 矩阵 P 是 一 个 随机 矩阵 。 
@n 步 状 态 转移 矩阵 等 于 一 步 状 态 转移 矩阵 的 次 乘 方 , 即 P'" = P' ,日 ， 步 转移 概率 
为 p;” 三 Dp "pi "eo 
名 第 步 的 状态 概率 向 量 与 初始 概率 向 量 4。 有 如 下 关系 : 
A =P) A 
名 若 转 移 概率 箱 阵 P 是 一 个 正规 随机 和 矩阵 , 则 系统 存在 一 个 惟一 的 稳 态 概率 向 量 1… = 
[Ar 22 … 对本 ,使 得 PP = 和 2, 且 知 ; 
(a)P -> 且 (R->+ co) 时 ,下 的 每 一 行 向 量 相同 ,全 为 (2* 并 ; 
(DA=(P) 2 一 (一 +oo) , 亦 即 lim p(X = 了 =A，， 
换言之 ,此 时 齐 次 马尔 可 夫 链 在 经 历 一 定时 间 的 状态 转移 后 ,会 趋 于 一 种 与 初始 状态 无 关 
下 看 是 齐 次 马尔 可 夫 链 具体 的 应 用 实例 。 


14.3.5 马尔 可 夫 分 析 应 用 实例 
例 14.7 A、B,C 三 家 公司 生产 同一 种 产品 。 根 据 调查 得 知 ,各 家 公司 产品 上 月 占据 市 场 


, 卫 为 正规 随机 矩阵 , 则 系统 
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的 份额 分 别 为 30% .30% 和 20%。 设 第 mr 个 月 颂 客 对 这 种 产品 的 各 种 牌号 的 沉 求 状况 可 用 
一 个 齐 次 马尔 可 夫 链 ;X, | mm 二 1,2,…| 表示。 令 状 态 N = 买 A 公司 产品 ,状态 N, = 头 B 公 
司 产 品 , 状 态 N;= 买 C 公司 产品 ,相应 的 概率 转移 矩阵 


0.70 0.10 0.201 
P= 10.10 0.80 on 
.03 0.05 0. 


试问 :本 月 和 下 月 三 家 公司 产品 占据 市 场 的 份额 各 为 多 少 ? 一 年 后 三 家 公司 产品 占据 市 
场 的 份额 各 为 多 少 ? 
解 上 月 购买 A 公司 产品 的 顾客 中 ,本 月 将 有 70% 仍 买 A 公司 产品 ,上 月 购买 B 公司 产 
品 的 硕 客 中 ,本 月 将 有 10% 转 买 A 公司 产品 ;上 月 购买 C 公司 产品 的 顾客 中 ,本 月 将 有 5% 转 
买 A 公司 产品 。 因 而 A 公司 产品 本 月 占据 市 场 的 份额 为 
0.5x0.70+0.30x0.10+0.2x0.05 


0.701 
=[0.5 0.3 oa -oa 
| 
其 中 ,初始 概率 向 量 [0.5 0.3 0.2T 表示 上 月 三 家 公司 产品 占据 市 场 的 份额 ,于 是 描述 本 
月 各 公司 占据 市 场 份额 的 概率 向 量 为 
[0.5 0.3 0.2]P=f0.39 0.30 0,31] 
描述 下 月 各 公司 产品 占据 市 场 份额 的 概率 向 量 为 
[0.39 0.30 0.31]P =(0.5 0.3 0.2)P2=(0.32 0.29 0.39) 
而 描述 一 年 后 各 公司 产品 占据 市 场 份额 的 概率 向 量 为 
[0.5 0.3 0.2]P 
因为 是 一 个 正规 随机 矩阵 , 故 知 此 概率 向 量 近 似 于 稳 态 概率 向 量 4“ ,求解 方程 
0.74, +0.1A +0.054 = 
0.141 +0.84, +0.054, = )， 
A1+A2+As=] 
可 得 4 =[0.18 0.23 0.59]'。 故 A 公司 产品 占据 市 场 的 份额 一 年 后 将 由 年 初 的 50% 下 
降 到 18% ,情况 堪忧 。A 公司 必须 考虑 改进 措施 、 
例 14.8( 订 货 决 策 ) 某 商 店 经 营 一 种 易 腐 食品 ,出 售后 一 个 单位 可 获 利 4 =5 元 。 若 当 
天 和 售 不 出 去 , 则 每 单位 损失 5 = 3 元 。 该 店 经 理 统 计 了 连续 40 天 的 需求 情况 (不 是 实际 销售 
量 )。 现 将 所 得 数据 列 出 如 下 ， 
3,3,4,2,2,4,2,3,4,4,4,3,2,4,2,3,3,4,2,2,4,3,4,3,2,3,4,2,3,2,2,3,4,2,4,4， 
3,2,3,3 
经 理想 应 用 马尔 可 夫 链 来 预测 需求 量 ,确定 明天 进货 量 。 由 已 知 当天 需求 量 为 3 个 单位 ,明日 
应 进货 多 少 个 单位 ?加 车 不 知 当天 需求 量 , 明 日 应 进货 多 少 个 单位 ? 
解 令 状 态 N, = 需求 量 为 2 个 单位 ,状态 N, = 需求 量 为 3 个 单位 ,状态 N; = 需求 量 为 
4 个 单位 。 状 态 转移 的 情况 是 ; 
NNi,3 次 ;Ni 一 N,,6 次 ;NI 一 N;,4 次 
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NN ,4 次 ;N, 一 N， ,3 次 ; N,N， ;0 次 
Ni 一 Ni 和 6 次 JIN3 一 N ,4 次 ;Ni 一 Ni ,3 次 
于 是 ,此 马尔 可 夫 链 的 转移 概率 抢 阵 








[3 6 41 
13 13 13 
_ | 4 3 0 
P=|/3 B33 3 
6 4 3 
[13 13 13J 
求解 方程 组 


3 
1 Ta 





6 3 4 
T1371 tj3z2 + T3237 X2 


X11+xX ,tra=l 


得 稳 态 概率 向 量 
-Ti 1 LY 

X=| 椰 也 | 
这 样 ,应 用 边际 分 析 的 思想 就 可 回答 经 理 的 问题 。 由 于 

a 3 3 

atb- s+3 3 0.375 
而 p( 明 日 需求 量 =4| 当 天 需求 量 =3)= ps = 后-0. .462>- 故 对 @ 的 回答 为 :明日 应 进 
货 4 个 单位。 又 因为 

(明日 需求 量 =3)= zi = 也 < 


p( 明 日 需求 量 之 3) 一 之) + Ts = 子 二 十 
所 以 明日 应 进货 3 个 单位 。 


14.4 吸收 马尔 可 夫 链 






14.4.1 吸收 马尔 可 夫 链 


以 下 研讨 齐 次 马尔 可 夫 链 中 的 一 种 特殊 类 型 -一齐 次 吸收 马尔 可 夫 链 以 及 它 在 经 济 管理 
问题 中 的 具体 应 用 。 为 此 ,首先 介绍 有 关 的 基本 概念 。 
. 定义 14.3 ”对 于 马尔 可 夫 链 的 状态 i ,如果 加 =1, 即 到 达 状 态 i 后 ,永久 停留 在 i ,不 可 
能 再 转移 到 其 他 任何 状态 ,那么 ,就 称 状态 i 为 吸收 状态 或 称 为 吸收 态 , 否 则 为 非 吸收 态 。 
定义 14.4 若 一 个 马 氏 链 至 少 有 一 个 吸收 态 , 且 任 何 一 个 非 吸收 态 到 吸收 态 是 可 能 的 
(不 必 是 一 步 ), 则 称 此 马 氏 链 为 吸收 马尔 可 夫 链 。 
例 14.9 甲乙 两 人 进行 比赛 ,每 局 比赛 中 甲 胜 的 概率 是 p, 乙 胜 的 概率 是 g, 和 局 概率 是 


PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com 


可 随机 运筹 技术 301 








r(p+g+r=1)。 每 局 赛 后 , 胜 者 记 “ +1” 分 , 负 者 记 “ 一 1” 分 ,和 和 局 不 记分 , 当 有 一 人 获得 2 分 
时 结束 比赛 。 以 XX, 表示 比赛 到 第 * 局 时 甲 所 得 的 分 数 , 则 | X, ,zz =1,2,…} 就 是 -- 个 吸收 马 
氏 链 。 
事实 上 , 它 共 有 并 个 状态 ,状态 空间 I=| 2, 一 1,0,1,21 ,一 步 转 移 概率 和 矩阵 
0] 


一 
站 局 己 





1 0 0 

gq rp 
P=I0 9 r 

0 0 ag 

0000 1 
其 中 , =1, pss =1, 这 表明 状态 1,5 都 是 吸收 态 。 这 里 状态 1 意味 着 甲 得 -2 分 , 甲 输 ,比赛 
结束 。 因 此 ,可 认为 X, 一 直 停 留 在 状态 1 ,状态 5 也 有 类 似 的 解释 。 由 题 意 知 ,其 余 三 个 非 吸 
收 态 都 可 能 经 若干 步 转移 后 到 达 吸 收 态 。 

当 一 过 程 到 达 吸 收 态 , 称 它 “ 被 吸收 ”"。 可 以 证 明 ; 吸 收 马 氏 链 将 被 吸收 的 概率 为 1, 或 说 
吸收 马 氏 链 x 步 后 ,到 达 非 吸收 态 的 概率 趋向 于 零 ,具体 证 法 从 略 。 

对 于 吸收 马 氏 链 , 感 兴 趣 的 是 如 下 兰 个 问题 : 

QD 过 程 被 吸收 前 ,在 非 吸 收 态 之 间 转 移 的 平均 次 数 是 多 少 ? 

怨 过 程 从 非 吸收 态 出 发 到 达 吸 收 态 的 平均 步 数 是 多 少 ? 

鲜 过 程 从 非 吸收 态 出 发 最 终 进入 吸收 态 的 概率 是 多 少 ? 

为 此 ,首先 考察 吸收 马 氏 链 的 n 步 转移 概率 矩阵 。 

事实 上 ,对 于 一 个 有 > 个 吸收 态 和 s 个 非 吸收 态 的 吸收 马 氏 链 ,经 过 适当 排列 (将 吸收 态 
集中 在 一 起 排列 在 前 面 ) 的 一 步 转移 概率 矩阵 P 总 可 以 表示 为 如 下 的 标准 形式 : 

r 个 吸收 态 。 * 不 非 吸收 态 
7 了 0 
Ba 

这 是 一 个 分 块 甜 阵 。 其 中 , 子 阵 了 是 一 个 + x r 阶 单位 矩阵 , 它 的 元 素 是 吸收 态 之 间 的 转 
移 概率 ; 子 阵 0 是 一 个 >xs 阶 零 矩阵 , 它 的 元 素 是 吸收 态 到 非 吸 收 态 的 转移 概率 ; 子 阵 R 是 
一 个 xr 阶 子 阵 , 它 的 元 素 是 非 吸 收 态 到 吸收 态 的 转移 概率 ; 子 阵 0 是 一 个 ;x 阶 子 阵 , 它 
的 元 素 是 非 吸 收 态 之 间 的 转移 概率 。 

如 此 ,可 以 容易 地 得 到 ” 步 转移 概率 矩阵 P( 的 分 块 形 式 如 下 : 


Po 


Po =- 严 -| I 1 
CR+CR+R Q: 
(pn I 0 
Pp P Pe pl 


ol -2"]R | 
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式 中 ,0* 表示 非 吸收 态 之 间 ” 步 转 移 概 率 夭 阵 , [I 一 2 ] [了 - Q"]R 表示 由 非 吸收 态 经 > 
步 到 吸收 舍 的 转移 概率 矩阵 ， 男 外 ,由 于 ” 步 后 过 程 到 达 非 吸收 态 的 概率 趋向 于 零 , 于 是 当 
2 趋向 于 无 穷 时 ,Q" 的 每 一 个 元 素 必 趋 问 于 零 . 即 


a I 0 
a i | 
上 式 表示 过 程 全 被 吸收 ,而 [I - QR 的 元 素 表 示 过 程 目前 处 于 非 吸收 态 ,最 终 进入 吸收 态 
的 转移 概率 。 本 书 将 在 后 面 详细 讨论 。 
记 尖 阵 N=[I -QQ] ,并 称 它 为 哄 收 马 氏 链 的 基本 和 矩阵 ,又 称 特征 量 。 普 然 ,基本 扶 阵 
NN 的 元 素 给 出 了 过 程 被 吸收 前 从 一 个 非 吸 收 态 出 发 ,转移 到 每 一 个 非 吸收 态 的 平均 次 ( 步 ) 
数 。 


例 14.10 “一 物体 作 线 性 运动 ,每 次 它 以 概率 向 右 移动 一 单位 ,或 以 概率 二 向 左 移动 。 


设置 障碍 后 , 若 物体 任 何 时 候 到 达 这 些 障碍 之 一 它 将 留 在 那儿 。 令 状态 为 0.1.2.3.4。 状 态 
0.4 是 吸收 态 ,其 余 为 非 吸收 态 , 且 从 中 任 一 个 到 达 吸 收 态 是 可 能 的 。 因 此 这 是 吸收 马 氏 链 ， 








它 的 转移 概率 矩阵 
[1 0 0 0 
1 1 
3 0 00 
1 1 
Pal 
1 i 
0 0 0 万 
L0 0 0 0 1 
P 的 标准 形式 为 
10:0 00 
01:0 .00 
1 : 1 
二 00 二 0 
:1 1 
0 0 洒 0 二 
] : 1 
0 3.0 3 | 
Fa _1 ] 
0.3 0 ES 0 
三 | 上 1 -a | 1 1 
其 中 ,0 2 0 2 于 是 ,了 0= 了 ] 3 
| 1 1 
[0 3 0 | | 0 = 可 1| 
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N=[I-Q]'= 


tb 一 一 DID 
ko 
DD 一 | 一 


由 NN 知 ,从 状态 2 出 发 ,在 吸收 之 前 到 达 状 态 1 的 平均 步 数 为 1, 到 达 状 态 2 的 平均 步 数 是 2， 
到 达 状 态 3 的 平均 步 数 是 1。 

车 将 N 中 某 一 行 所 有 元 素 相 加 ,就 可 得 从 某 一 非 吸收 态 出 发 ,在 被 吸收 前 到 达 各 个 非 吸 
收 态 的 平均 次 ( 步 ) 数 之 和 。 这 个 值 就 是 从 该 非 吸 收 态 出 发 到 吸收 时 步 数 的 平均 数 。 这 一 结论 
可 以 具体 描述 如 下 :对 于 一 个 具有 非 吸收 态 的 吸收 马 氏 链 , 令 “ 是 有 s( 非 吸收 态 个 数 ) 个 分 量 
为 {的 列 向 量 , 则 向 量 上 = Ne 具有 的 各 个 分 量 分 别 是 从 各 个 相应 的 非 吸收 态 出 发 到 被 吸收 时 


的 平均 步 数 。 

例 14.11 续 例 14.10, 求 f。 

解 
3 1 1 
2 214r11 0 

t=Nec=i:l1 2 1 中 | 

1 1 了 3 
2 2 


于 是 ,从 状态 1 开始 到 吸收 的 平均 步 数 是 3, 从 状态 2 开始 到 吸收 的 平均 步 数 是 4, 从 状态 
3 开始 到 吸收 的 平均 步 数 也 是 3。 由 于 此 过 程 需 从 状态 2 转移 至 状态 1 或 3, 才 可 到 达 吸 收 态 
0 或 4, 因 而 ,从 状态 2 开始 比 从 状态 1 或 3 开始 需要 多 -一步 是 显然 的 。 
最 后 讨论 什么 是 一 个 吸收 链 从 某 一 个 非 吸收 态 开始 最 终 进 入 吸收 态 的 概率 。 由 前 面 椎 得 
的 步 转移 概率 矩阵 P" 不 难得 出 : 若 令 5, 是 一 个 吸收 马 氏 链 开 始 在 非 吸收 态 i, 将 被 吸收 在 
状态 j 的 概率 。 令 B 是 上 共有 元 素 5, 的 矩阵 , 则 B= NR。 
这 可 由 前 述 n 步 转移 秆 阵 P" 的 极限 形式 得 到 。 
事实 上 ,从 非 吸收 态 i 转移 到 吸收 态 j ,可 以 是 一 步 转移 ,转移 概率 是 p, ;也 可 以 通过 中 间 
状态 , 先 从 i 到 k( 非 吸收 态 ) ,再 到 j, 故 可 得 方程 
b; = p,+ 22puby 
写成 矩阵 形式 为 
B=R+0QB 
[I-Q]B=R 
B=[1-Q] 'R=NR 
例 14.12 续 例 14.10, 例 14.11, 由 NN 及 R, 立 即 得 


1 村 
2 2 2 


4 | 


tb 一 © © 

| 
上 | 一 后 | 一 上 | 
全] | 一 
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于 是 ,如 从 状态 1 出 发 ,可 知 在 状态 0 吸收 的 概率 为 村 ,在 状态 4 吸收 的 概率 为 款 。 


综 上 上 所 述 ,矩阵 N 本 身 回答 了 问题 四 , 它 给 出 了 依赖 于 开始 状态 的 过 程 被 吸收 前 到 达 每 

个 非 吸收 态 的 平均 次 数 ; 列 向 量 上 = Ne 回答 了 问题 @@, 它 给 出 了 依赖 于 开始 状态 的 吸收 前 的 

平均 步 数 ;矩阵 B= NR 回答 了 问题 @, 它 给 出 了 依赖 于 开始 状态 的 在 每 个 吸收 态 被 吸收 的 概 

例 14.13( 企 业经 营 状 况 分 析 ) ” 某 地 企业 管理 部 门 为 掌握 企业 经 营 状 况 的 变化 规律 ,对 

有 关 企 业 作 了 一 次 跟踪 调查 统计 ,得 如 下 统计 表 14.4: 
表 14.4 

去 年 经 营 状况 


兼并 破产 倒闭 








表 中 数字 说 明 :100 家 前 年 经 营 状况 好 的 企业 ,到 去 年 仍 有 60 家 保持 好 的 状况 ;有 30 家 
变 为 中 等 ;有 10 家 转 为 差 的 , 余 类 推 。 且 马 氏 链 (经 营 条 件 稳定 ,不 妨 假定 为 齐 次 马 氏 链 ) 有 五 
个 状态 ,其 中 兼并 "与 “破产 倒闭 "为 两 个 吸收 态 ,其余 为 非 吸收 态 。 

由 上 表 可 得 经 营 状 况 的 转移 矩阵 如 下 ， 

兼并 破产 好 中 郑 


re 0 070603 01 |=[s °] 
中 | 0.02 0 ;0.2 0.6 0.18 《 
关 | 0.07 0.03 ;0.1 0.3 0.5 


I 0 
[CO +Q" ++I]R O° 
易 求 n 步 转移 概率 矩阵 pi" 。 如 可 求 得 
1 0 0 0 0 | 
0 1 0 0 0 


P = |0.032 28 0.00792 0.3524 0.4122 0.1952 
0.069 34 0.01194 0.2714 0.4272 0.220 12 
0.140 18 0.054 42 0.2054 0.3612 0.,2388 | 
由 Pp 可见 ,现在 经 营 状况 “好 "的 企业 ,经 过 三 年 运 莹 后 仍 保持 “好 ”的 概率 为 33.24% ; 
变 为 “中 等 "的 概率 为 41.22%…… 而 转 为 “破产 倒闭 "的 概率 大 约 只 有 0.792% , 余 类 推 。 
要 想 知 道 企业 最 终 进 人 “兼并 "或 “倒闭 "的 概率 , 需 计 算 矩 阵 B= [了 一 Q]'R。 故 先 求 [I 
一 Q@] ,得 
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11.23 13.85 7.23 
[1-Q] !=19.08 14.62 7.08 


7.69 11.54 7.69 
.7831 0.2169 
B=[I-Q] 'R= om 0.212 | 
.7691 0.2307 
.由 和 矩阵 B 知 , 苦 企业 现在 处 于 "好 ”的 状况 , 则 最 终 进 人 “兼并 "的 可 能 性 为 78.31% ;最 终 
进入 “倒闭 "的 可 能 性 为 21.69% , 余 类 推 。 
另外 ,由 基本 矩阵 N= [TI-Q@] ! 还 可 以 知道 以 下 事实 。 若 企业 现在 处 在 “好 "的 状态 , 那 
么 在 最 终 进 人 “吸收 "状态 之 前 ,将 可 能 在 “好 ”状态 保持 11.23 年 ( 步 ): 在 “中 "状态 度 过 13.85 
年 ;而 在 “ 差 " 的 状态 维持 7.23 年 。( 当然 ,这 些 数字 都 是 平均 值 , 并 且 不 一 定 是 连续 地 “保持 ” 
最 后 ,由 上 = NC 得 (s =3): 


11.23 13.85 7.23] [1 32.31 
t=19.08 14.62 7.08||111= 上 |130.78 
7.69 11.54 7.691L1 6.9 


由 +t 知 ,企业 由 “好 "状态 出 发 到 “兼并 "或 “倒闭 "为 止 ,平均 将 经 过 32.31 年 ( 步 ); 由 “中 ”出 发 
只 需 30.78 年 ;由 "“ 差 出 发 只 需 26.92 年 。 


14.4.2 ”银行 不 恨 债务 分 析 的 马尔 可 夫 模 型 


本 模型 使 用 Markov 分 析 方 法 建立 一 个 描述 我 国 银行 债务 状态 变化 的 模型 ,用 此 模型 对 
银行 不 良 债务 变化 趋势 进行 分 析 和 预测 。 

1. 不 良 贷 款 状 态 划 分 

为 了 研究 分 析 银 行 不 良 贷款 变化 情况 ,首先 要 对 银行 不 良 贷款 状态 进行 有 效 划 分 。 有 目前 
对 银行 不 良 贷款 状态 划分 ,在 国外 和 国内 有 不 同 的 口径 。 

为 了 便于 分 析 , 按 以 下 方式 对 贷款 状态 进行 划分 : 

六 一 一 逾期 贷款 ,拖延 支付 本 金利 息 达 0 一 60 天 ; 

N: 一 一 怀疑 贷款 ,拖延 支付 本 金利 息 达 61 一 180 天 ; 

Ns 一 一 呆 河 贷款 ,拖延 支付 本 金利 息 达 181 一 360 天 ; 

N, 一 一 果 账 贷款 ,拖延 支付 本 金利 息 超过 360 天 以 上 ; 

NN 一 一 付 清 本 金 和 利息 。 

2. 不 良 贷 款 分 析 的 Markov 模型 

(1) 模 型 结构 

1)X， 随机 变量 ,表示 第 t 月 时 贷款 。 

2)s 时 间 { 月 ),t=0,1,2,…。 

3)S 状态 集合 ,S = iN, ;N,N;, N,Ns|, 其 中 Ni、N; Ns、Nss、N; 为 前 面 所 规定 的 


则 
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根据 上 述 状 态 划 分 ,上 述 定义 的 逾期 贷款 .怀疑 贷款 和 呆滞 贷款 显然 属于 非 吸 收 状态 , 叶 
账 与 付 清 是 两 种 吸收 状态 , 则 对 于 状态 集合 S= | Ni ,Na ,Ni ,IN ,Ni 可 划分 为 两 大 类 : 
T=1Ni,N ,Ni|( 非 吸收 状态 ) 
所 = NN, ,Ns| (吸收 状态 ) 
4) 状 态 转移 矩阵 ”为 了 动态 研究 贷款 状态 随时 间 : 变化 情况 ,用 转移 矩阵 P 来 表示 每 卫 
1 月 的 各 种 状态 转移 情况 ,有 
[Py pr pris pu pis 
Pu Pr pz pa ps 
P= pa pra pa pa bs 
Pu Pr Py pu Pas 
[ps Ps pss pu Dss 
其 中 p; 表 示 当 前 处 于 NN, 状态 的 贷款 ,1 月 后 将 处 于 N, 的 概率 ,并 有 


| 
ps20, > 入 =1 (i=1,2,3,4,5;7=1,2,3,4,5) 
t=] 
根据 N,、Ns 是 吸收 状态 ,可 得 


1 Ny ~ . ~N 由 N 5 




















其 中 
pn pw 0 0 ps 
Q= |p p22 | R=|0 pl; r= |， | 
a pa ps py DP3s 


在 上 述 转移 矩阵 中 , 当 i >j,i=2,3;j=1.2 时 ,p, 应 理解 为 当前 处 N, 状态 ,而 在 1 月 中 
借款 者 付 还 了 部 分 的 本 金 和 利息 ,使 贷款 转 为 N, 状态 ,例如 对 p;， 当前 贷款 是 处 于 已 欠 61 ~ 
180 天 状态 ,而 在 本 月 中 贷款 者 付 还 了 部 分 贷款 本 金 和 利息 ,认为 这 贷款 转 为 0 一 60 天 。p。 





表示 这 种 转移 的 概率 。 
(2) 计 算 步骤 
1) 计 算 特征 量 (基本 算 阵 ) 
lI~pu 一 六 2 0 pn map ms 
N=[1-Q]'=| -py 1- py = 了 Mi 2 四 
pa -pz 1-ps M3 Wi 733 
2) 计 算 矩 阵 


l-pn — py 0 ”0 | bu by 
N'R=| -pa 1l-p»y -py 0 zxsij=|p by 


pa -ba 1~ ps piss pas ba by 
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3) 计 算 
[D G]=7a: 42 ANR 
DD 为 基期 贷款 小 最 终 转 为 呆账 的 数目 ;G 为 最 终 付 清 的 贷款 数 日 。 
(3) 分 析 
& 期 各 种 状态 贷款 数 , 可 根据 上 步 转移 和 矩阵 得 到 , 即 
和 =Ao: Pp 
和 =[ 让 千 全 咎 ] ] 为 上 时 期 各 种 状态 贷款 数 (k=1,2,… ,其 中 =[A 3 
3 0 0] 为 期 初 各 种 状态 贷款 数 。 
当 一 0% 的 极限 情况 时 有 





lm 和 = lim ho*P = ho 和 村 | 
L0 I 
[0 0 0 by by 
0 0 0 5 0 
=[At 42 ii 00:0005 bw|l=[0 0 0 a Ai] 
000 1 0 
000 0 1 





显然 有 
[47 As]=[D G]=[X4 4? 24s]NR 并且 可 得 


1) 各 种 状态 贷款 转 为 呆账 及 付 清 的 概率 ”通过 模型 计算 ,根据 Markov 链 特 征明 性 质 可 
得 : 


ll 





逾期 贷款 转 为 呆账 的 概率 ;5 一 一 逾期 贷款 付 清 的 概率 
bz 一 一 怀疑 贷款 转 为 呆账 的 概率 ;56,, 一 一 怀疑 贷款 付 清 的 概率 
2) 各 种 状态 贷款 转 为 呆账 及 付 清 的 时 间 ”根据 Markov 链 特征 量 N = (x,),i€ 了 T,1€ 
,矩阵 中 每 一 个 元 案 ms 表示 由 非 吸收 状态 N, 出 发 直至 被 吸收 ,其 中 经 过 非 吸收 状态 ! 的 平 
ee 从 而 推出 T(N. ) = 人 ' 表 示 从 六, 状态 出 发 至 被 吸收 ,其 中 经 过 所 有 非 吸 收 
态 的 次 数 (月 ) 总 和 ， 也 即 为 状态 N 至 被 吸收 所 需 时 间 , 则 有 : 
T(N1)= m+ m+ mw 表示 逾期 贷款 转化 呆账 或 付 清 的 平均 时 间 ; 
T(N,; ) 一 m2 十 2222 十 mx23 表 示 怀 疑 贷 款 转化 呆账 或 付 清 的 平均 时 间 ; 
T(N;)= ?77231 十 m+ 53 表 示 呆 滞 贷 款 转化 呆账 或 付 清 的 平均 时 间 。 
例 14.14 某 银 行当 前 借 出 贷款 总 额 为 470 万 ,其 中 属于 N 状态 200 万 ,属于 N, 状态 
150 万 ,Ns 状态 120 万 。 而 根据 隔 月 账面 变化 情况 分 析 , 近 似 得 状态 转移 矩阵 
Ni Na Ny Ni Ns 
NI0.3 0.3 0 0 0Q.4 
NI0.15 0.25 0.3 0 0.3 
=N|0.1l 0.1 0.3 0,35 0.15 
Nl 0 0 0 1 0 
slLlo0 0 0 0 ll 
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其 中 ,N4 是 呆账 状态 , N; 是 付 清 状 态 。 根 据 上 述 信 息 , 对 贷款 状态 变化 和 趋势 进行 分 析 。 
(1) 计 算 特 征 量 


0.3 0.3 0 0 0.41 
Q= 0.15 0.25 0.3| R-| 0 D3 
0.1 0.1 0, .35 0.13 


Py 3 0.7 -0.3 0 17 
N=ima mo ma|=[1-Q] =|-0.15 0.75 一 0.3 
na Ma Ria —0.1 -0.1 0.7 


1.618 0.686 0.294 
[ee 1.601 | 
.294 0.327 1.569j 
(2)? 计 算 和 矩阵 
: by bl [1l.618 0.686 0.2941F0 0.4 0.1029 0.8971 
a | 1.601 ns | 0 区 0 
by ba .294 0.327 1.569j10.35 0.15j L0.549 0.451 
(3) 计 算 
[D,G]=[aAY A A2]NR 
.1029 0.897 1 
=[200 150 pn can 5 
0.549 “0.451 
= [122.46 247.54] 
根据 计算 结果 可 知 , 按 目前 这 样 的 变化 , 现 有 贷款 470 万 中 ,最 终 可 能 有 122.46 万 将 成 为 
呆账 , 收 不 回来 ,只 有 347.54 万 可 能 收回 。 
逾期 贷款 200 万 中 ,有 10.29% 可 能 转 为 呆账 ;89.71% 可 能 付 清 。 
怀疑 贷款 150 万 中 ,有 24% 可 能 转 为 呆账 ;76% 可 能 付 清 。 
呆滞 贷款 120 万 中 ,有 54.9% 可 能 转 为 呆账 ;45.1% 可 能 付 清 。 


习 题 


14.1 一 所 大 学 的 升级 情况 预测 可 应 用 一 种 马尔 可 夫 模 型 进行 。 其 中 有 85% 的 一 年 级 学 生 升 到 二 年 
级 ,90% 一 年 级 学 生 升 到 三 年 级 ,92% 三 年 级 学 生 升 到 四 年 级 ,95% 四 年 级 学 生 毕 业 。 还 知道 每 个 年 级 中 退学 
(及 转 人 其 他 大 学 ) 的 百分比 为 一 年 级 10% ,二 年 级 5% ,三 年 级 3% ,四 年 级 1% ,其 余 学 生 在 下 学 年 仍 留 在 原 
来 年 级 学 习 。 请 问 一 位 刚 人 学 的 一 年 级 学 生 在 四 年 内 退学 的 概率 是 多 少 ? 

14.2 老 开 公司 生产 的 某 家 电 产 品 与 其 他 两 家 生产 同类 产品 的 A 公司 和 BB 公司 相 竞 争 。 计划 用 加 强 广 
告 宣传 以 增加 该 产品 的 市 场 占 有 率 。 今 拟订 了 两 个 广告 宣传 方案 D 和 D ,公司 决策 者 在 两 个 条 件 相 同 ( 指 
初始 市 场 占有 率 和 初始 转移 概率 矩阵 均 相 司 ) 的 地 区 试用 这 两 个 广告 方案 ,试验 结果 得 到 不 同 的 转移 概率 矩 
阵 。 今 已 知 市 场 占有 率 的 全 国 水 平 是 : 老 KK 公司 产品 为 28 和 %,A 公司 产品 为 39% ,B 公 司 产品 为 33%% 。 

现在 要 问 :{1) 岂 初始 转移 概率 秆 阵 确定 在 稳定 (平衡 ) 时 ,该 两 试验 地 区 市 场 占有 率 是 否 接 近 全 国 水 平 ? 
《2) 根 定 两 个 广告 宣传 方案 D; 和 DD, 成 本 相同 ,在 稳定 (平衡 ) 时 哪 种 广告 宣传 能 有 最 高 的 市 场 占有 率 ? 

已 知 初始 转移 概率 矩阵 为 
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K A B 


Kro.s 0.3 0.1 
Al0.2 0.7 0.1 
BLoL O01 0.81 


广告 Di 蕉 出 后 的 转移 概率 白 阵 为 
K A B 


Kr0.7 0.2 0.1 
Al0.2 0.7 0.1 
BIW. 0.1 0. 


广告 D 推出 后 的 转移 概率 矩阵 
k A HB 


K[0.8 0.1 0.1 
A|0.1 0.7 0.2 
8.2 0.1 0.7 


14,3 某 供 应 特需 商品 的 商店 ,每 局 在 周末 营业 一 天 。 该 店 对 某 种 不 经 党 有 人 购买 的 商品 库存 采用 下 述 订货 策 略 ;* 恕 
绩 存 0 件 或 1 件 时 , 则 一 次 订购 3 件 ,如 结存 超过 1 件 时 就 不 订购 。" 凡 在 周末 停止 旧业 时 订购 的 商品 是 为 了 准备 在 下 需 末 
出 笋 的 。 这 一 订货 策略 保证 商品 的 初始 库存 量 不 是 2 件 、3 件 就 是 4 件 。 

又 根据 统计 ,该 商品 每 周 的 需求 量 为 0.1.2 和 3 件 的 概率 分 别 为 0.4.0.3.0.2 和 0.1, 试 建立 一 个 转移 锋 率 矩阵 ,用 以 
说 明 由 本 周 初 始 库 存 状态 转 为 下 厨 初始 库存 状态 的 概率 。 在 达到 稳定 (平衡 ) 条 人 忻 下 ,确定 库存 量 为 2.3 和 4 的 概率 。 
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第 15 章 随机 模拟 技术 


15.1 模拟 过 程 的 主要 步 又 


模拟 又 称 仿真 ,是 一 种 基于 数值 方法 对 系统 进行 分 析 的 技术 。 它 首先 为 所 要 研究 的 系统 
设计 一 个 模型 ,通过 实验 对 系统 状态 的 变化 进行 观察 和 统计 ,从 而 得 到 系统 的 基本 性 能 。 模 拟 
是 在 管理 中 应 用 最 广泛 的 计量 方法 之 一 。 当 用 定量 方法 研究 经 济 管理 问题 时 , 遇 到 以 下 某 种 
情况 : 

QD 现实 系统 比较 复杂 或 存在 许多 随机 因素 ,各 部 分 或 因素 之 间 的 关系 不 能 用 数学 模型 去 
表达 ; 

包 有 些 问题 虽然 能 够 建立 数学 模型 ,但 由 于 模型 中 随机 因素 很 多 ,难于 用 解析 方法 求解 ; 

二 实际 的 环境 难以 观察 到 ; 

@ 观 察 一 个 系统 可 能 代价 昂贵 ， 

包 不 可 能 有 足够 的 时 间 来 观察 系统 ; 

人 对 系统 的 实际 运行 或 观察 造成 太 大 的 破坏 性 ， 

建立 和 运用 有 效 的 模拟 模型 需要 很 多 技巧 ,为 了 使 模拟 得 出 有 意义 的 结论 ,需要 作 长 时 间 
的 复杂 分 析 。 尽 管 如 此 ,模拟 仍 是 一 种 有 效 的 方法 ,尤其 适用 于 复杂 的 运筹 学 研究 和 系统 分 
析 。 

有 效 的 模拟 需要 大 量 的 计划 和 组 织 工作 ,模拟 过 程 一 般 必须 通过 下 列 步骤 实现 。 

1 .问题 识别 
首先 要 对 系统 本 身 进行 研究 和 分 析 , 明 确 求 解 问题 的 目标 ,并 决定 是 否 要 用 模拟 方法 解决 
问题 。 . 

2. 建立 模型 

根据 问题 的 目标 和 所 研究 的 对 象 ,建立 适合 于 模拟 求解 的 模型 。 被 确定 的 模型 应 成 为 对 
真实 系统 的 合理 抽象 ,并 将 所 要 用 的 模型 化 为 公式 。 有 两 类 常用 的 模拟 模型 , 即 事件 间隔 模型 
和 固定 时 间 增 量 模型 。 前 一 种 模型 是 指 其 状态 仅 在 事件 发 生 的 时 刻 变化 。 例 如 研究 一 部 机 器 
加 工作 业 的 延迟 ,可 用 点 随机 过 程 描述 ; 令 S. 表示 作业 的 加 工时 间 ;A, 表示 作业 与 n+1 
的 到 达 间 隔 ; W, 表示 作业 的 等 待 时间 ,那么 , 当 z =0.1.2、……. 时 , 便 有 

Wt+1 =maxl W, + S, — A, ,0] (15.1) 
一 且 给 定 W,,1、S, 与 4, ,等待 时 间 的 序列 即 可 产生 出 来 。 后 一 种 模型 是 指 其 状态 在 任意 相 
等 的 时 间 间 隔 发 生变 化 。 例 如 在 排序 问题 中 ,一 天 可 分 成 若 于 15 min 的 间隔 ,用 4(z) 表 示 + 
到 :+15 新 需求 数 ,上 = 0、.15、.30、……, 同 时 ,完成 加 工 的 作业 数 为 C(z) , 则 从 ; 到 + + 15 净 增 
加 的 作业 数 为 Z(t)=A(t) -Cz)。 如 果 z 时 的 作业 数 为 Q(z), 则 
Q(t+15)=max[Q(1)+ 2Z(1),0] (15.2) 

于 是 就 可 利用 数据 估计 Z(t) 的 分 布 ,同时 递 推 Q(z)。 
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3. 模 拟 

模型 设计 完成 后 ,将 进行 实际 的 模拟 ,一 般 要 经 过 下 列 过 程 。 

(1) 确 定 随机 变量 及 其 分 布 

通常 的 模拟 模型 利用 随机 变量 来 描述 真实 事件 ,方程 (15.1) 和 (15.2) 中 的 S. 、A, 及 Z(1) 
都 可 视 为 随机 变量 。 接 下 来 要 确定 各 个 随机 变量 的 分 布 ,只 有 分 布 已 知 ,模拟 才能 实现 。 这 就 
需要 利用 统计 方法 计算 随机 变量 的 累积 分 布 函数 。 例 如 设 随 机 变量 的 取 值 区 问 分 为 n 个 间 
隔 , 且 f; 为 第 i 个 间隔 的 频率 ,那么 累加 到 第 j 个 间隔 并 包括 第 ; 个 间隔 的 累计 频率 


了 二 ov/ (15.3) 
i=t 

(2) 产 生 均 匀 分 布 的 随机 数 

要 产生 随机 变量 模拟 数据 ,首先 要 获得 均匀 分 布 的 随机 数 , 即 在 [0,1] 区 间 上 均匀 分 布 的 
随机 变量 的 实现 值 。 在 计算 机 上 产生 均匀 随机 数 的 常用 算法 是 同 余数 法 。 利 用 均匀 随机 数 能 
够 产生 具有 其 他 分 布 随机 变量 的 模拟 数据 。 

(3) 产生 随机 变量 的 模拟 数据 

假设 需要 产生 与 问题 相关 的 分 布 函数 F(z) 的 模拟 数据 , 即 实 现 随机 变量 X。 这 里 
F(z)= P(X 所 x)。 可 以 证 明 , 如 RR 为 [0,1] 区 间 上 均匀 分 布 的 随机 变量 , 则 有 F(X)=R, 因 
而 XX=F“(R),F 表示 下 的 逆 函 数 。 这 意味 着 如 果 wu 为 均匀 随机 数 序列 的 第 个 , 则 x 
= 下 (uw ) 为 模拟 数据 的 第 n 个 。 原 则 上 任何 分 布 的 随机 变量 都 可 用 这 种 变换 得 到 ,但 如 
果 道 函数 难于 计算 ,就 需要 用 其 他 方法 ,如 组 合法 、 近 似 法 、 合 选 法 等 。 

例如 , 令 R 为 所 选 的 均匀 随机 数 ,z， 为 式 (15.3) 中 随机 变量 取 值 区 间 中 的 第 i 个 区 间 的 
上 限 , 若 

F<REF, 

则 该 随机 变量 的 值 应 取 为 xz, 。 

(4) 模 型 演算 

这 一 步 是 产生 在 某 种 方式 下 由 随机 变量 X，、X; 、……: 、X, 所 决定 的 响应 矿 , 即 W =f 
(Xi ,XX ,…, 义 ,) ,例如 式 (15.1) 和 式 (15.2) 就 说 明 这 种 情形 。W 的 分 布依 赖 于 X 分 布 的 参 
数 ,问题 的 起 始 条 件 和 模拟 过 程 的 运行 长 度 。 

4. 结 果 分 析 

利用 模拟 模型 的 结果 可 以 研究 现实 系统 ,通过 对 输出 数据 的 分 析 可 以 找 出 系统 运行 的 制 
约 因素 及 影响 系统 性 状 的 主要 变量 ,进而 可 以 优化 设计 系统 。 

经 过 分 析 ,如 果 目 标 已 经 满足 ,那么 模拟 过 程 也 告 一 段落 ,可 是 因为 模拟 是 一 个 反复 试验 
不 断 探索 的 过 程 ,所 以 目标 常常 不 能 满足 。 在 这 种 情况 下 一 般 有 两 种 选择 ， 一 种 是 修改 模型 ， 
使 它 在 模拟 过 程 中 易于 辨别 ,然后 重新 进行 实验 ; 另 一 种 是 使 用 原来 的 模型 ,但 要 改变 原 来 的 
试验 设计 重新 试验 。 上 述 模拟 过 程 如 图 15.1 所 示 。 
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15.2 一 个 人 工 模拟 的 例子 


为 了 实际 说 明 模拟 技术 的 一 般 原 理 和 步骤 , 现 举 一 人 工 模拟 的 例子 。 

1. 问题 分 析 

某 厂 需 外 订 电 动机 作为 产品 的 组 成 部 分 。 为 保证 生产 的 正常 进行 ,对 生产 过 程 中 所 需 的 
电动 机 需要 有 一 定数 量 的 储备 ,又 为 了 使 报废 电动 机 得 到 补充 ,需要 每 隔 一 定时 期 提出 订货 。 
由 于 电动 机 的 消耗 量 和 订货 提前 期 往往 是 随机 的 ,因而 可 能 发 生 供应 上 的 缺 货 。 这 就 需要 选 
择 一 个 好 的 存 贮 策 略 ,使 订货 费 、 存 贮 费 以 及 由 于 缺 货 造 成 的 损失 这 三 者 费用 总 和 最 小 。 

据 统计 ,该 三 每 天 需要 的 电动 机 数量 及 频率 如 表 15.1 所 示 , 订 货 提 前 期 (从 发 出 订单 到 收 
到 订货 的 时 间 ) 及 其 频率 如 表 15.2 所 示 。 该 厂 每 次 订货 时 间 不 定 ,但 每 次 订货 量 均 为 120 台 。 
该 三 每 日 对 库存 进行 盘点 , 当 发 现 库存 量 低 于 订货 点 储备 P 时 即 提出 订货 。 已 知 存 贮 费 Kc 
=0.10 元 / 台 * 天 , 缺 货 损 失 费 Ks =0.50 元 人 ( 台 . 天 ), 订 购 费 R= 10 元 / 软 , 要 求 选 择 一 个 合 
理 的 订货 点 也, 使 该 厂 在 订货 .储备 和 人 缺 货 造成 的 损失 费用 的 总 和 最 少 。 
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表 15.1 家 15,2 


SEE EPETT 
示 于 | 05 0.10 [0.20 [0.00.20 1010 [0.05 关于 | 510 [0.20 [5.40 0.20 0.16 


2. 建 立 模型 

首先 确定 系统 所 涉及 的 变量 如 下 ， 

玉 一 一 第 大 天 (第 天 -1 天 末 ) 时 的 电动 机 库存 量 ; 

QQ 一 一 每 批 订 购 数 量 , Q =120; 

了 -一 一 订货 点 储备 量 ; 

已 :一 一 第 & 天 的 需求 量 ; 

上 一 一 第 天 发 出 订货 时 的 订货 提前 期 ; 

C 一 一 第 天 的 存 贮 费 ; 

S; 一 一 第 天 发 生 的 缺 货 损失 ; 

TM 一 一 第 天 开始 (第 上 -1 天 末 ) 累 计 的 订货 费 、 存 贮 费 和 缺 货 损 失 费 的 总 和 ; 

RR 一 一 第 天 发 生 的 订货 费 , 即 R, = 10。 
其 中 下 =1、. 22、 ,7 为 模拟 天 数 。 

根据 以 上 分 析 ,得 出 问题 的 数学 模型 为 


min TM,(P,G, EL)= D(C + S, + R,) 
k=1 


其 中 人 二 下 < 一 也) 《反衬 只 ) 
S,=Ks(D -Lh) (<D) 
ml 第 & 天 发 生 订货 
” 10 第 天 不 发 生 订货 
问题 中 的 需求 量 D 及 订货 提前 期 L, 是 不 可 预测 的 随机 因素 ,用 数学 模型 来 研究 是 比较 
”困难 的 ,而 用 模拟 方法 则 能 够 克服 这 种 困难 。 
3. 模 拟 
(1) 确 定 随 机 变量 及 其 分 布 
本 例 中 的 需求 量 DD, 及 订货 提前 期 L; 是 随机 变量 。 根 据 其 频率 分 布 来 计算 累积 分 布 函 
数 ,计算 结果 见 表 15.3 和 表 15.4, 同 时 进行 随机 数 的 分 配 。 



























家 15.3 
求 最 率 分 布 | 频率 分 布 | 随机 数 
17 0.05 0.05 00~04 
18 0.10 0.15 05~14 
19 0.20 0.35 15~34 
20 0.30 0.65 35~64 
21 0.20 0.85 05~84 
22 0.10 0.95 85 一 94 
23 0.05 1.00 9 一 99 
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(2) 取 均匀 随机 数 

分 别 取 均 匀 随 机 数 表 中 的 2 位 随机 数 作为 D, 及 LL, 的 随机 数列 ,如 表 15.5 的 第 3 列 和 第 
5 列 。 

(3) 产 生 模 拟 数据 

根据 D 及 工 的 分 布 ,产生 需求 量 D, 及 订货 提前 期 上 的 模拟 数据 列 如 表 15.5 所 示 。 

《4) 模 型 演算 试验 

该 例 中 模拟 时 的 递 推 关 系 为 

TM = T™M +CTS + RR, 

表 15.5 列 出 当 模拟 时 间 nn =20 天 、P=60 时 人 工 模拟 的 过 程 和 结果 。 作 为 方案 比较 ,又 分 别 
计算 了 已 =40.50、70 时 的 方案 ,结果 如 表 15.6 所 示 。 



































囊 15.5 
时 间 es i j-D| Cc Ss, R | Ti 
大 
和 三 一 户头 
3 | 0 19 61 6.,1 24.0 
5 | 47| wn | 2 53 2.2 10 | 40.5 





4. 结 果 分 析 
进行 方案 的 技术 经 济 分 析 , 由 模拟 结果 可 知 , 当 选择 P=40 时 ,各 项 费用 的 总 和 最 小 。 
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15.3 随机 变量 模拟 数据 的 产生 方法 


模拟 中 的 一 个 关键 问题 是 产生 与 真实 系统 相似 的 输入 变量 。 这 些 变量 大 都 具有 随机 性 。 
因此 ,有 效 地 产生 其 有 一 定 分 布 的 随机 变量 是 一 个 很 重要 的 问题 。 解 决 上 述 问题 的 基础 是 产 
生 [0,1] 区 间 上 均 勾 分 布 随机 变量 的 样本 值 ,中 均匀 随机 数 ,其 他 各 种 分 布 的 随机 变量 可 以 通 
过 对 均匀 随机 数 进行 适当 变换 而 得 到 。 


15.3.1 均匀 随机 数 的 产生 方法 


均匀 随机 数 可 以 直接 从 随机 数 表 中 得 到 。 这 种 方法 的 缺点 是 输入 计算 机 的 速度 缓慢 。 产 
生 均匀 随机 数 的 另 一 种 方法 是 利用 物理 装置 或 物理 过 程 ,但 这 种 方法 的 结果 不 可 再 现 。 在 计 
算 机 模拟 中 使 用 最 多 的 是 用 数学 公式 递 推 产生 随机 数 , 目前 普遍 采用 的 是 同 余数 法 . 但 在 用 
手工 模拟 而 手头 又 无 随机 数 表 的 情况 下 用 平方 取 中 法 较为 方便 。 

(1) 平 方 取 中 法 

任 取 一 个 2k 位 的 数 为 种 子 , 乘 方 后 去 掉头 尾 取 中 间 24 位 作为 第 一 个 随机 数 , 再 取 第 -- 
个 随机 数 为 种 子 , 按 相同 的 方法 得 到 第 二 个 随机 数 ,以 此 类 推 ,就 可 以 得 到 一 个 随机 数列 ， 这 
种 方法 的 缺点 是 容易 产生 退化 ,一 旦 尾数 出 现 0 后 就 无 法 清除 。 此 外 ;用 这 种 方法 得 到 的 随机 
数 分 布 均匀 性 较 差 。 

(2) 同 余数 法 

这 种 方法 的 递 推 公式 为 


人 二 
其 中 z; 是 第 i(i = n,n+1) 个 随机 数 ;a 为 乘 子 ;< 为 增 量 ;xm 为 
模 数 ;ze 为 种 子 ,它们 均 为 非 负 整数 ; (1mod m ) 表 示 除 以 六 所 得 


3 

3 6 

6 5 

的 余数 。 例 如 当 m =8、a =5、c=7 时 ,选取 zx, 为 0~7 之 间 的 任 5 0 
了 

1 

4 


于 15,7 


意 数字 ,就 可 得 到 如 表 15.7 的 循环 的 含 8 个 数字 的 随机 数 序列 。 
一 般 选 择 mm =2*(& 为 计算 机 字 长 ),c 为 奇数 ,a -1 可 被 4 | 

整除 ,ze 为 0~xm 1 之 间 的 任意 整数 ,这 样 得 到 的 随机 数 在 0 一 

m 一 1 之 间 不 重复 。 1 


15.3.2 ”模拟 数据 的 产生 方法 


下 面 介绍 由 随机 数 产生 其 他 概率 分 布 模拟 数据 的 一 些 方法 。 

(1) 道 转换 法 

逆转 换 法 基于 下 面 的 定理 , 设 和 是 具有 概率 密度 函数 了 及 分 布 函数 下 的 随机 变量 , y 是 
由 Y= F(X) 定 义 的 随机 变量 , 则 Y 在 [0,1] 上 服从 均匀 分 布 。 

由 此 ,要 产生 服从 分 布 下 的 随机 变量 ,就 要 产生 [0,1] 区 间 上 均匀 分 布 的 随机 变量 尺 , 然 
后 由 下 1(R) 求 得 。 

例 15.1 求 任意 区 间 [a ,6] 内 的 均匀 分 布 随机 变量 的 模拟 数据 

解 将 40,1] 区 间 的 均匀 随机 数 记 作 R。z 是 [a ,0 上 均匀 分 布 的 随机 变量 。 其 分 布 密 
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一 


度 函 数 为 
1. are 
flr)=3b-a 
0， 其 他 
由 f(z) 可 得 二 的 分 布 函数 
0, TX<a 
F(a)=E. oCrtb 
1 ， rz>b 
令 R=F(z)=F- 得 z=a+(b-a)R。 





例 15.2 产生 参数 为 u 的 负 指 数 分 布 的 模拟 数据 。 
解 ” 负 指数 分 布 的 概率 密度 函数 


f(z)=pe ” 

分 布 函数 为 
F(x)=1-e * 

令 及 =F(z)=1-e<, 即 1-R=ee ,但 1- 及 也 来 自 均 匀 分 布 , 故 令 
R=e”™ 

则 之 = ~ R。 


例 15.3 产生 几何 分 布 的 模拟 数据 。 
解 ” 几 何 分 布 的 概率 密度 函数 为 
f(r)= pq 
式 中 庆 =1-q,z=0,1,2…。 又 有 


F(z)= 5 pg- 9)" 
令 R=1~F(z)=g""', 则 


由 于 有 些 随 机 变量 分 布 函 数 的 道 函 数 不 存 在 ,有 些 分 布 函 数 的 逆 函 数 即 使 存在 ,但 计算 起 
来 十 分 复杂 ,办 此 需要 用 其 他 方法 寻找 模拟 数据 。 

(2) 组 合法 

组 合法 是 利用 某 些 容易 产生 的 随机 变量 来 组 合 得 到 所 要 求 的 随机 变量 的 一 种 方法 。 

例 15.4 产生 泊 松 分 布 的 模拟 数据 。 

解 已 知 相继 两 个 事件 出 现 的 间 踊 时 间 为 负 指 数 分 布 , 则 在 某 -- 时 间 间 中 内 事件 出 现 的 
次 数 服 从 泊 松 分 布 。 根 据 上 述 关 系 , 可 以 用 负 指 数 分 布 的 随机 变量 来 组 合 产生 泊 松 分 布 的 模 
拟 数据 。 


设 序列 y, 、y,、………、y, 服从 参数 为 4 的 负 指数 分 布 , 则 有 


y= -二 mr 
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其 中 x, 是 在 [0,1] 区 间 上 的 均匀 随机 数 。 将 wy 值 按 序 累加 ,使 得 满足 下 述 关 系 式 : 


Ti 


Dy SIS oy 
则 求 得 的 z 就 是 参数 为 4 vi 分 布 的 模拟 数据 。 将 y, 值 代 人 上 式 , 得 
> -In 7; < -in r; 


In 二 ,> ri 之 一 A >inTi r, 
由 此 得 下 ->>e- ?Inr 
例 15.5 产生 爱 尔 朗 分 布 的 模拟 数据 。 
解 爱 尔 朗 分布 的 概率 密度 函数 为 


tl 


f(x)= ( 二 Ti er 

式 中 z >0,z>0, 为 正 整数 。 它 尾 个 互相 独立 的 负 指 数 分 布 随机 变量 的 和 , 即 
z= Vn 

为 负 指 数 分 布 的 随机 变量 。z 的 概率 密度 函数 为 
f(x)= pke 和 


因 zx; 的 随机 序列 为 - 大 r , 故 有 


三 > -Em r, j= -nf 
由 上 式 看 出 ,为 确定 爱 尔 朗 分 布 的 模拟 数据 ,需要 有 上 组 [0,1] 区 间 的 均匀 随机 数组 合 而 
成 。 
例 15.6 产生 二 项 分 布 的 模拟 数据 。 
解 ”二 项 分 布 的 密度 函数 为 
f(r)=Gp (1-p)" 7 
式 中 p<1。 若 到 2 个 [0,1] 区 间 的 均匀 随机 数 - , 当 人 PP 时, 令 =1; 当 ;>p 时 , 邻 工 , 
-0, 则 2 就 是 二 项 分 布 的 随机 变量 值 。 
(3) 近 似 法 
这 种 方法 一 般 表 于 随机 变量 的 分 布 函 数 公式 无 法 求 出 时 的 情况 。 
例 15.7 产生 正 态 分 布 的 模拟 随机 数列 。 
解 ” 由 概率 论 的 中 心 极限 定理 知 , N 个 天 有 相 网 分布 的 独立 的 贿 机 变量 民 的 数学 期 望 
分 别 为 mu , 方 差分 别 为 a?。 当 N 足够 大 时 ， 是 >R 赵 近 于 期 鹿 什 为 >" - 方 关 为 2 的 
正 态 分 布 ， | 


>R -NGC 2 ) 
如 果 令 R， 是 [0， 1] 区 间 均 匀 分 布 的 随机 变量, 则 
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flr.)=1 (0 和 -入 4) 
“=E(R)=| zldz= 邯 

ee -车 
当 六 足够 大 时 有 


,i 
~N(0,1l 
VR OD 


在 实际 应 用 时 , 当 N= 12 已 足够 精确 了 。 因 此 ,用 N=12 代 人 上 式 得 
Z= OR -6)~N{0,1) 


因此 只 要 分 别 给 出 12 个 相互 独立 的 [0, 匡 区 间 的 均匀 随机 数 序列 ,就 可 以 得 到 一 个 标准 的 正 
态 分 布 模拟 数据 。 
若 X 为 期 望 值 ,方差 v7 的 正 态 分 布 , 因 有 
二 = 也 


人 
=1 
(4) 会 选 法 
当 随 机 变量 分 布 函数 的 逆 函 数 木 存在 ,又 不 能 用 组 合法 ,近似 法 时 ,通常 采用 会 选 法 。 令 
f(z ) 为 概率 密度 函数 , 且 0 所 f(x) 志 M ,a 志 7+ 志 4 , 则 使 选 法 的 步 又 为 
QD 产生 两 个 均匀 随机 变量 RI 、R,; 
@ 建 立 f(z) 的 预 随机 变量 + =a+ (5b -a)R; 
加 检验 尺 ,二 fia+ (58 一 a)R]/M 是 否 成 立 ; 
@ 若 不 等 式 成 立 , 则 x = a + (5 一 a)Ri 作为 模拟 数据 ; 
他 车 不 等 式 不 成 立 , 则 产生 两 个 新 的 随机 数 重 新 进行 检验 。 
例 15.8 产生 8 分 布 的 随机 模拟 数据 。 
解 8 分 布 由 下 面 的 密度 函数 定义 : 
f(z)= RS 2) (<zsD 
其 中 a 和 有 是 分 布 参数 ,并 且 
Tr($)=[ zierdz 
0 
首先 求 出 : 


a”l 


Me 
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仅 当 a 和 8 有 确定 值 时 , M 才 有 上 述 关系 。 具 体 步骤 如 下 : 
中 选择 a 和 8; 

@ 计 算 M=(a-1)/Aat+B-2); 

名 产生 两 个 随机 数 R, 和 R,; 


@ 痢 RAMSf(z=R)= 民 全 入 RR “(1-Ri)7 成 立 , 则 R 作为 8 分 布 的 模拟 数据 ; 


@ 若 R,M > f(z 三 R), 则 回 到 第 @@ 步 重新 开始 。 

由 于 舍 选 法 只 需 知道 概率 密度 函数 就 可 以 产生 反映 这 种 概率 分 布 的 模拟 数据 ,因此 适用 
性 很 广 。 但 它 的 缺点 是 ,由 于 对 每 个 试验 点 都 必须 计算 两 个 均匀 分 布 随机 数 ,加 上 有 些 点 被 含 
去 ,因此 产生 一 个 数据 平均 需要 计算 两 个 以 上 的 均匀 随机 数 ,加 大 了 工作 量 ; 另 外 ,应 用 售 选 法 
时 要 求 概率 密度 函数 的 变量 有 上 下 限 ,而 一 般 的 概率 密度 函数 大 多 具有 很 长 的 尾数 ,并 常常 扩 
展 到 无 穷 大 ,因此 需要 截断 。 截 断后 将 引起 误差 。 但 当 误 差 很 小 时 ,可 以 忽略 不 计 。 


15.4 模拟 语言 简介 


模拟 语言 是 一 种 工具 。 正 确 使 用 模拟 语言 ,是 模拟 设计 成 败 的 关键 环节 , 它 可 以 保证 模拟 
研究 的 经 济 可 行 性 ,节省 大 量 人 力 。 

内 为 模拟 模型 不 遵循 任何 格式 化 的 结构 ,所 以 在 模拟 程序 语言 中 使 用 各 种 各 样 的 方法 。 
现 简单 介绍 几 种 常用 的 模拟 语言 。 

GPSS 是 G. Cordon 在 60 年 代 初 期 为 IBM 公司 设计 的 模拟 语言 , 它 要 求 编译 人 员 用 模块 
指令 建立 系统 的 逻辑 模型 。 模 块 指令 将 实现 这 种 语言 特有 的 功能 。GPSS 比较 适合 研究 存 由 
和 排队 问题 。 

SIMSCRIPT 是 60 年 代 初 期 由 兰 德 公司 的 H. M. Markowitz 提出 , 仅 适用 于 特定 的 计算 
机 系统 。SIMSCRIPT 所 描述 的 系统 仅 在 一 定 的 事件 时 间 上 才 发 生 状态 变化 ,这 个 系统 用 状 
态 变化 事件 描述 ,并 由 实体 组 成 。SIMSCRIPT 适用 于 事件 间 治 模拟 模型 。 

GASPI 是 60 年 代 中 期 由 Pritsker 在 亚利桑那 州 大 学 开发 的 。GASP 开 把 系统 描述 为 包 
含 各 种 状态 变化 的 实体 。 这 些 实 体 叫 做 要 素 。 每 个 要 素 都 具有 属性 。 事 件 的 发 生 取 决 于 系统 
状态 、 属 性 值 或 属性 的 集合 。GASPI 具有 很 强 的 探测 错误 系统 和 灵活 的 输出 格式 。 

SIMULA 是 O.Dall 和 KK. Nyggard 为 兰 德 公司 设计 的 。 它 的 一 个 特点 是 能 够 产生 .取消 
和 修正 当前 过 程 和 由 大 量 SIMULA 控制 语句 建立 的 新 过 程 。SIMULA 提供 固定 格式 的 输出 
和 错误 检测 装置 。 

DYNAMO 是 60 年 代 初 期 由 麻 省 理工 学 院 的 R. Fox 和 A.L.Pugh 提出 ,专门 用 于 研究 某 
些 由 一 组 有 限 差分 方程 描述 的 系统 。DYNAMO 的 实质 是 由 固定 时 间 推 进 机 制 把 加 有 的 连续 
孙 数 关系 和 运行 特性 离散 化 。DYNAMO 至 今 已 有 效 地 用 于 经 济 模型 、 大 工业 中 心 的 模拟 及 
都 市 .社会 .世界 系统 模型 。 

GASPK 是 由 Pritsker 和 N.Hurst 于 1973 年 建立 。 它 可 以 编制 离散 的 .连续 的 或 两 者 均 
有 的 模拟 程序 。GASPK 把 GASPI 的 全 部 概念 具体 化 了 ,两 者 的 结构 形式 相同 ,而 主要 区 别 
是 对 状态 空间 事件 的 定义 。 GASPR 已 成 为 广泛 应 用 和 普遍 接受 的 模拟 语言 。 

除 前 面 介绍 的 模拟 语言 外 ,还 有 其 他 多 种 语言 。 它 们 或 有 专门 用 途 ,或 在 小 范围 内 使 用 
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习题 


15.1 某 厂 生产 一 种 新 产品 ,投资 为 5 000 元 , 现 需 预测 未 来 一 年 的 销售 获 利 情况 。 有 三 个 不 确定 因素 ， 
即 售 价 、 调 变 成 本 ,年 销售 量 。 但 已 掌握 这 三 个 (相互 独立 的 ) 因 素 的 不 同 水 平 的 概率 分 布 ,如 表 15.8.15.9、 
15.10。 ' 


束 15.8 天 15.9 





现 用 随机 模拟 的 方法 做 预 测 , 模 拟 25 次 试验 ,由 随机 数 表 取 三 级 随机 数 RN, .RN, .RN3 依次 模拟 上告 价 、 
单位 成 本 和 销售 量 , 如 表 15.11 所 示 。 
表 15.11 


售 价 (元 ) 销售 量 ( 件 ) | 纯利 泥 ( 千 元 ) 


试验 号 码 


有 








Fr 











ja 
tn 

人 六 

SBOP DP ND 

mm 人 APPDTNP 和 NOON 





(1) 试 依照 公式 
纯利 润 = ( 售 价 -单位 可 变 成 本 ) x 销售 呈 ~ 5 000 
计算 各 次 试验 模拟 的 纯利 润 和 平均 纯利 润 。 
(2) 分 别 计算 下 列 三 种 情况 发 生 的 可 能 性 ( 步 又 .百分数 ) ,四 遭受 损失 ;多 不 受 损 失 但 纯利 润 不 到 5 000 
元 ;@ 纯 利 滑 在 5 000 元 及 其 以 上 。 
15.2 假设 一 火车 修理 厂 考虑 改造 油 清 分 厂 。 新 厂 对 火车 机 涉 和 车 朋 外 部 油漆 采用 自动 化 作业 线 , 按 工 
序 分 为 除 漆 和 喷洒 两 部 分 。 无 论 车 头 还 是 车 大 均 先 在 第 I 区 ( 徐 潜 ) 前 排队 等 待 其 空闲 ,而 在 除 漆 后 在 原 工区 
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内 等 待 第 工区 (喷漆 ) 空 闲 再 进行 喷漆 。 车 头 和 车 厢 所 占 百 分 比 以 及 在 不 同 区 内 所 需 时 间 如 表 15. 12。 





更 15.12 
需要 时 间 (b) 
类 型 比例 (% ) I TI 区 
车 头 20 2 3 
车 是 80 1 2 
车 头 和 车 朋 到 达 油 漆 分 广 的 数量 服从 泊 松 分 布 ,平均 每 4 小 时 有 一 辆 到 达 , 其 中 20% 是 车 头 ,其 余 为 车 朋 ,两 


类 是 随机 混合 的 。 
由 于 在 区 需要 工时 较 多 ,提出 两 种 不 同方 案 ; 
A 在 每 区 内 设置 1 辆 车 的 加 工 位 置 。 
A 在 I 区 设置 1 辆 车 的 加 工 位 置 ,在 [区 设置 2 辆 车 的 加 工 位 置 。 
(1) 利 用 表 15.13 和 表 15.14 给 出 的 表格 模拟 油漆 分 厂 30 个 工时 内 到 达 车 头 和 车 顺 的 工作 情况 (在 两 种 方案 
下 )。( 注 :QD 保证 在 20 h 内 到 达 的 车 辆 完成 油漆 工作 , 即 30 h 后 不 允许 再 进 车 辆 。@@ 工 时 是 用 百 分 小 数 表 示 的 。) 
囊 15.13 方案 1(A,) 














《2) 计 算 在 两 种 方案 下 ,两 类 车 在 油漆 分 广内 的 平均 时 间 。 

(3) 假 设 方案 2 比方 案 1 固定 投资 多 500 000 元 ,而 车 头 和 车 采 空 闲 1b 费用 分 别 为 1 000 元 和 400 元 , 油 
潜 分 厂 每 年 有 8 760 个 工时 。 如 果 方 案 2 在 一 年 内 可 收回 固定 资产 多 投资 部 分 , 则 管理 人 员 认为 可 以 采纳 。 
计算 每 年 各 类 车 辆 来 油漆 分 广 酸 漆 的 数量 。 请 问 你 建议 采用 何 种 方案 ,说 明理 由 。 
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